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第 一 章 ” 数 的 基础 知识 


本 章 把 以 下 要 用 到 的 有 关 数 的 一 些 基本 性 质 集 中 起 来 讲 三 个 问 
题 ， 
1。 自 然 数 与 数学 归纳 法 ; 
2。 整 数 的 整除 性 ; 
3。 数 域 ， 
这 些 内 容 在 中 学 数学 里 大 部 分 都 已 讲 过 ， 因 此 这 里 主要 目的 是 集中 
复习 一 下 这 些 知 识 ， 以 便 下 面 引用 ， 
为 了 以 下 说 和 写 的 方便 ， 我 们 先 介 绍 几 个 数学 用 语 及 符号 ， 
集合 
随便 一 些 对 象 ( 事 物 } 做 为 闽 体 , 岂 敌 一 个 集合 。 竺 别 地 , 以 数 为 
对 象 组 成 的 集合 简称 为 数 集 。 以 下 常用 大 写 的 拉丁 字母 表示 集合 ， 
例如 ， 一 切 正 整数 的 整体 组 成 一 个 数 集 ， 岂 做 自然 数 沫 。 记 作 
N= {1，2，3， 或 N12, 3 … 
一 切 整数 也 组 成 一 个 数 集 ， 叫 整数 集 。 通 常用 Z 表 示 整 数 集 ， 即 记 


Z= {+s — 3， 一 了 一 二 Os 1， 2， 3， 


Zi 3 -2, -1, 0, 1, 2, 3, 
面 集 合 

4 : gx+tbx+e=0 其 中 &， Bb，5 为 性 意 实 数 ， 且 az0， 
是 由 一 切实 系数 一 元 二 次 方程 为 对 象 组 成 的 。 

B :(x， 0)， x 为 任意 实数 ， 
这 个 集合 就 是 平面 上 给 定 馆 卡 几 直角 坐 标 系 之 后 ， 以 横 举 标 轴 上 
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的 点 为 对 象 组 成 的 。 
元 霄 
设 忆 为 尾 一 集合 。 组 成 集 人 台式 的 每 一 个 对 象 都 叫做 天 的 一 个 元 
素 。 一 般 用 小 写 的 拉丁 字母 表示 元 素 。 如 果 x 是 和 的 一 个 元 素 ， 则 
称 x 属 于 天 或 说 藉 售 有 xx ， 记 作 xEX。 如 果 # 不 是 瑟 的 一 个 元 
素 ， 则 称 x 不 属于 一 或 说 和 不 含有 x ， 记 作 x 二 XX， 
例如 ， 正 整数 1，2，3 都 属于 自然 数 集 N， 即 1EN，2EN， 
3EN， 而 六 不 含有 - 1，0， 所 以 -1EN，0EN。 类似 他， 一 元 二 
次 方程 + 2x+1=0 与 x* 一 1= 0 都 是 集合 A 的 元 素 , 所 以 x?+ 2x+1 
=0EA, XxX-1=0EA; 但 x-1=0E4, 因 为 4 不 含有 一 次 方程 。 
再 有 我 们 用 倒 写 的 4 表示 “任意 的 ”> 意思 ， 比 如 ，“a 是 自然 数 集 
帮 的 任意 一 个 自然 数 ” 这 和 句 话 的 内 容 便 可 沁 作 ，VYaEN。 
相等 
说 区 ,了 为 任 二 集合 。 如 果 式 与 了 是 由 完全 相同 的 元 素 组 成 的 ， 
即 兄 属 于 蔷 的 元 素 都 属于 了 Y ， 同 时 见 属 于 Y 的 元 素 也 都 属于 筷 ， 则 
称 区 与 了 是 相亲 的 集合 ， 也 叫 入 与 了 相等 ， 记 作 和 =Y。 例 如 
X={1, — 1}, 
Y= {kK 是 x 一 1=0 的 根 }* 
这 里 苹 是 由 1， 一 1 两 个 数组 成 的 数 集 ，Y 是 以 方程 好 -1=0 的 根 
为 元 素 组 成 的 集合 ,而 闪 一 1=0 恰 有 两 个 根 1，~1， 所 以 了 的 
元 素 也 是 1 与 -1 这 两 个 数 。 于 是 X 与 Y 是 相同 的 集合 ， 即 X=Y， 
子 集 
如 果 集 合 苹 的 元 素 都 属于 集合 Y， 则 称 式 是 Y 了 的 一 个 子 集 ， 记 
余生 YY， 当 XY 但 于 天 了 时 就 说 区 是 了 的 直子 集 ， 记 作 XXCY， 例 
如 N 是 Z 的 一 个 子 集 而 且 是 真子 集 ， 所 以 NCZ。 再 如 用 Q、D,C 
分 别 表示 有 有理 数 集 、 实 数 集 和 复数 集 时 ， 于 是 
QEDEC HAH OCDCCG, 


-一 一 


” 我 们 常用 这 样 的 符号 囊 示 棠 合 ， 即 在 花 插 号 中 划一 紧 线 。 竖 如 前边 的 字母 玫 示 
恋 提 合 的 元 头 ， 竖 名 后 过 夭 测 这 些 元 素 所 应 汶 足 的 条 忻 。 
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空 集 
有 时 做 为 集合 来 考虑 的 整体 ， 当 中 不 含有 任何 元 素 ， 例 如 
下 = {|k 为 Xx?Y+ = 0 的 实 根 }， 
因为 一 元 二 次 方程 x**+1=0 没有 实 根 ， 记 以 集合 下 不 含有 任 仙 元 
素 。 尽管 这 样 ， 把 不 含有 企 何 对 象 的 整体 也 叫做 集合 是 方便 的 ，。 今 
后 称 不 售 有 任何 对 象 的 整体 岂 空 集 ， 记 作 由 ， 并 且 我 们 认为 空 集 是 
任 一 混合 匡 的 子 集 ， 即 利生 二。 


$ 1 自然 数 与 数学 归纳 法 


人 们 在 长 期 的 实践 中 从 数 数 逐 渐 认 识 了 自然 数 及 其 基本 性 质 . 
所 谓 自 然 数 就 是 
1 2 33 + 了 和 1) 
这 些 数 。 如 前 所 述 通 常用 NN 表示 一 切 自 然 数 组 成 的 数 集 ， 
大 家 已 经 知道 自然 数 集 N 的 以 下 三 方面 的 基本 性 质 ， 
《ITI) 自然 数 集 N 可 以 进行 加 法 、 乘 法 运算 ， 即 任意 两 个 自然 
数 相 加 的 和 是 自然 数 ， 丰 滋 的 积 也 是 自然 数 ， 例 如 
1+1=2，2+1=3，2.3=6，1l.4- 4 等 等 ， 
竺 别 地 ， 任 意 一 个 自然 数 m 都 可 以 由 1 自身 站 加 得 出 来 ， 
一 个、 
m=1t1i+t+-.+1, 
C1》 自然 数 之 间 有 大 小 关系 ， 象 《1 ) 那样 写 出 一 切 自然 数 
对 ， 怡 好 是 从 左 往 省 由 小 到 大 的 把 自然 数列 举 出 来 了 ， 央 
l< 2 3 
一 般 说 来 ， 对 任 二 自然 数 KE，b 那么 a<<b 当 且 仅 当 有 自然 数 ce ， 使 
b=atc。 畦 别 地 ， 洪 b=a+1， 则 go<<b， 这 时 就 说 a 与 5 是 站 邻 
的 ，5 叫做 的 “ 紧 后 边 的 ” 数 ， 也 说 是 上 的 后 继 数 ， 
1 是 自然数 集 NN 中 最 小 的 数 ， 即 对 任何 自然 数 n，、， 如 果 n 关 1 那 
公 1<n， 


《下 ) 自然 数 集 NN 的 形成 规律 利用 加 法 可 以 表述 如 下 : 

1 古 自然 数 ，1 加 1 得 2 是 上 自然数 ，2 加 1 得 3 是 自然 数 ， 如 
此 累 次 加 1 就 得 到 了 全 体 自然 数 。 换 和 句 话 说 ，1 是 自然 数 从 1 起 始 
累 次 加 1 就 得 到 了 全 体 白 然 数 ， 自然 数 集 的 这 种 移 成 性 质 是 很 朴素 
的 ， 也 很 容易 被 人 们 所 理解 ， 它 正 是 人 们 数 数 过 程 的 数学 概括 。 

我 们 并 不 满足 于 自然 数 集 构 成 性 质 的 这 种 朴素 的 表述 。 其 中 累 
次 加 1 是 一 个 无 止境 的 过 程 ， 这 当然 是 由 事物 的 无 限 性 所 决定 的 ， 
但 是 这 种 无 限 过 程 具 不 过 是 “加 1” 这 种 同一 方式 的 无 限 重 复 而 已 ， 
因此 我 们 有 可 能 把 这 种 同一 方式 的 无 限 重复 过 程 精练 归纳 为 一 次 完 
成 的 北 推 过 程 。 这 样 ， 对 自然 数 的 构成 性 质 我 们 就 又 有 一 种 精 化 了 
的 表述 。 


由 


1。1 在 好 里 

2. 若 大 站 机 里 则 吓 +1 也 在 机 里 ， 那 么 一 二 自 然 数 都 在 M 
里 ， 

归纳 原理 是 人 们 对 自然 数 集 宰 成 性 质 认识 的 深化 和 精 化 ， 其 重 
要 意义 在 于 它 给 我 们 提供 一 种 进行 数学 证 明 的 方法 一 一 数学 归纳 
法 ， 

我 们 用 例子 来 说 明 用 数学 归纳 法 做 证 明 的 方法 . 

例 1 证 明 ， 前 个 正 奇 数 的 和 等 于 n?， 即 

1+3+5T + (2n— 1)=n?, (2) 

这 是 一 个 与 自然 数 有 关 的 命题 ， 要 证 明 的 是 〈2 》 式 对 一 切 自 
然 数 都 成 立 ， 可 是 自然 数 有 无 窃 多 个 ， 用 有 限 的 时 间 不 可 能 进行 
无 限 次 的 验证 。 自 然 数 集 的 第 一 归纳 原理 为 解决 这 个 有 限 与 无 限 的 
矛盾 提供 了 有 力 的 方法 ， 即 数学 归纳 法 

为 了 证 明 (2 ) 式 对 一 切 自然 数 m 都 成 立 ， 我 们 用 鸡 表 未 使 
《2 ) 式 成 立 的 自然 数组 成 的 数 集 ， 换 名 话说， 自然 数 大 在 对 里 当 
且 仪 当 # = 时 《2) 式 成 立 ， 于 是 (2 ) 式 对 一 切 自然 数 都 成 立 


| 


当 且 仅 当 对 含有 一 切 自 然 数 ， 即 M= N。 这样， 报 据 第 一 归纳 原理 ， 
我 们 可 以 分 两 步 验 证 M = N， 
1) 1 在 页 里 ， 即 当 n = 1 时 (2) 式 成 立 ; 
2) 若 此 在 对 里 则 万 + 1 也 在 村 里 ， 邑 假设 n= 让 时 (2) 式 成 立 
可 以 推出 x= 尼 + 1 时 《2》 式 也 成 六 ， 如 此 便 得 可 = N， 
事实 上 
1》 当 n= 1 时 (2》 式 本 端 = 1， 有 有 端 = 二 =1， 所 以 《2) 式 
成 立 ， 即 1 在 以 里 ， 
2) 假设 "=X 时 《2 ) 式 威 立 。 我 们 看 n= 上 + 1 的 情形 ， 则 有 
1+3+"* + (2k—1}+ (2Kk+1) 
= [C1l+3+: + (2ko1)}+ (2K+ 1) 
= ki+ (2k+ 1) 
= 《KE 十 二 = 
因此 当 n=k+ 1 时 《2》 式 也 成 立 , 即 若 大 在 对 里 时 世 + 1 也 在 M 里 ， 
这 样 根据 第 一 归纳 原理 ， 便 得 M= N， 即 (2 ) 式 对 一 切 自 然 数 六 
都 成 立 。 
把 上 述 论 证 方法 概括 一 下 就 是 有 各 的 数学 证 明 方 法 一 一 第 一 数 
学 归纳 法 ， 
设 王 (9) 是 与 一 切 自然 数 有 关 的 命题 。 如 果 
1》 当 # = 1 时 命题 了 《1) 成 立 ; 
2) 假设 n= 率 时 命题 Ptk) 成立 ， 可 推出 = 大 +1 时 命题 
P(RE+1) 也 成 立 ， 那 么 命题 Ptz) 对 一 切 自 然 数 “都 成 立 ， 
为 了 说 话 方便 ， 我 们 把 1 叫 递 推 起 点 ， 2) 叫 递 推 过 程 ， 
2) 中 的 假设 叫 化 归纳 假设 . | 


2+4+6+ -+2n= n(nt+1y C3) 


都 成 立 ， 
证 用 第 一 数学 归纳 法 ， 步 又 如 下 ， 


]) 当 n= 1 时 ，〈《3) 式 左 端 =2， 右 端 = 和 (1+1) =2， 所 以 
《3) 式 成 立 ; 

2) 假设 n=k 时 《3)》 式 成 立 ， 看 n=k&+1 的 情形 ， 则 有 

2 十 站 十 剖 寺 二 :二 2 二 21 二 1》 

= {0+ 4+B+:: +2k) +2tk+1) 

=k(k+ 1 +2Ck+ 1) 

= (K+ i) (ke + 2) 
因此 n= 天 + 1 时 《3) 式 也 成 立 。 这 样 (3 ) 式 对 一 若 自 然 数 n 都 成 
卫 。 

例 3 证明，n 边 形 的 内 角 和 等 于 (tn 一 2)x。 

这 是 一 个 与 多 边 形 的 边 数 n 有 关 的 命 肛 。 由 于 多 边 形 的 边 数 至 
少 基 三 个 ， 所 以 这 个 命题 只 与 3 以 后 的 自然 数 有 关 ， 即 与 3 的 自 
然 数 有 关 。 这样 用 数学 妇 纳 法 做 证 明 时 ， 递 推 起 点 应 该 是 3 。 一 般 
地 ， 当 一 个 命题 Pta) 仅 与 产 如 的 自然 数 有 关 时 ， 用 数学 归纳 法 去 做 
证 明 的 着 推 起 点 就 是 徊 ， 于 是 第 一 数学 归纳 法 的 格式 为 

1。 当 # = 请 时 命题 PC 和 0) 成 立 ， 

2。 假设 当 #= 大 35 时 命题 了 (成立 可 推出 上 = 开 +1 时 命题 
了 (下 +1) 也 成 立 ， 那 么 对 一 切 汪 局 的 自然 数 =*， 命 题 P(n) 都 成 立 。 

下 面 我 们 就 用 第 一 数学 归纳 法 的 这 个 格式 来 证 明 例 3。， 些 处 
ko=3。 事 实 ,上 

1) 当 n=3 了 时 ， 三 角形 的 内 前 和 等 于 x， 即 (3 一 2}x， 所 以 命 
题 P(3) 成 立 。 

2) 假设 当 n=Kz3 时 命题 A 
P(K) 成 立 ， 看 n =k+1 的 情形 ， 

这 里 需要 推 证 的 是 k + 1 边 形 的 
内 角 和 等 于 (一 Dx。 为 此 把 以 
4i，A，…， 上 Ai 为 巴 点 的 
K+ 1 边 形 [44p454i+ 9 分 成 两 
个 多 边 形 〈 如 右 图 ) :一 个 是 以 
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上 六 2， As 为 顶点 的 天 边 形 [和 4 另 一 个 是 以 AL 
A 六 :41 为 顶点 的 三 角形 CALAiAi+1]。 于 是 


[4142…4: Ai+r 的 内 甫 和 
=[44p 和 4 的 内 前 和 +[AAA 1] 的 内 角 和 
二 {此 一 2) 开 十 死 
= (E— 1)x, 


因此 ， 当 n=K+ 1 时 命题 PC(k+ 也 成 立 ， 这 样 ， 命 上 题 Pm) 对 一 切 
这 3 的 自然 数 n 都 成 并 ， 

有 些 与 自然 数 有 关 的 命题 Ptn) 由 于 内 容 的 内 在 特点 ， 命 题 
Ptk+1) 不 仅 与 命题 P(K) 有 联系 ， 而 且 与 命题 PCK)，P(k-1)，…， 
P(2)，P(1) 当 中 的 某 些 个 命题 有 有 联系。 这样， 单 从 命题 P(k) 成 立 
就 推 不 出 命题 Pt+1) 成 立 。 于 是 第 一 数学 归纳 法 对 这 类 命题 的 证 
明 就 用 不 上 了 .为 此 我 们 有 必要 提出 自然 数 集 构成 性 质 的 另 一 表述 
形式 ， 即 第 二 归纳 原理 ， 从 而 相应 的 有 第 二 数学 归纳 法 . 

御 二 归 组 原理 设 邓 是 自然 数 集 六 的 一 个 子 集 。 如 果 对 和 具有 以 

1》 T 在 本 里 ， 

2)》 若 志 此 的 自然 数 都 在 对 里 则 下 + 1 也 在 区 里 ， 那 么 一 切 自 然 
数 都 在 好 里 ， 即 好 = N. 

与 第 二 归纳 原理 相应 的 有 第 二 数学 归纳 法 ; 

设 Ptn) 是 与 一 切 自然 数 有 关 的 命题 。 如 果 

1) 当 # = 1 时 命题 P(1) 成 立 ， 

2) 假设 对 所 此 的 自然 数 吉 命题 Plm) 都 成 立时 可 推出 命 是 
P(E+ 1) 也 成 立 ， 那 么 命题 PC) 对 一 切 自 然 数 # 都 成 立 ， 

与 第 一 数学 归纳 法 一 样 ， 第 二 数学 归纳 法 的 递 推 起 点 也 可 以 是 
某 一 个 大 于 1 工 的 自然 数 总 。 

例 4 设 数列 


Oils U2s Li, ii | Ur 业 贞 中 


其 中 Qi =3，qz= 7?， 而 4 = 30 -一 22 (= 3 4;"…)，。 
试 证 通 项 公式 为 4, = 2"'' 一 1。 

证 ”我们 用 第 二 数学 归纳 法 来 证 明 . 

]) 当 m=1 时 ao=3，215 -1=3， 所 以 对 4=1 会 式 威 立 : 

2)》 假设 对 ma= 1，2，…，K 时 公式 都 成 立 ， 君 4=KR+l 的 情 
形 ， 于 是 

diti= ar -2 =3(02811 m1) -22 1)=2"* "7-1. 

因此 对 n=E+1 公式 也 成 立 。 这样 对 一 切 委 然 数 4 ，a:=2” 一 1 
都 成 并、 


练 习 一 


1, 证 明 24224 + 了 DGOn+ DD 
昌 6 . 


2. 证 明 1*2+2*3 十 … tnt DD) = tt 


， 1 社 
3 证 明 ttt+l = 
证 明 l:2 2.3 nent+1) 所 十 了 


4。 证 明 对 一 切 自然 数 关 ，2 > 都 成 立 。 
8， 证 明 二 项 式 公 式 : 

(a+b)"=a tea br toa b+ +h’", 
其 中 


n(n 1) nort+1) 
rl 


是 nn 个 元 素 中 取 ? 个 元 素 的 组 合 数 ， 


€¢7 = 


3 2 整数 的 整除 性 


所 请 整数 就 是 "3, -2, 1, 0, 1, 2, 3 全 体 整 
数组 成 的 数 集 记 作 ZzZ， 怒 


总 


Zi 3 2 1 0 1, 2 3, or, 
显然 整数 集 工 由 三 部 分 数 合并 而 成 ， 即 
正 整数 1，2，3，…4 
负 整 数 -TI，-2，-3，…: 
数 0 ， 这 是 唯一 的 不 是 正 数 也 不 是 负数 的 整数 ， 
整个 这 节 都 是 复习 性 质 的 ， 一 般 叙 述 从 篇 ， 论 述 较 为 详细 之 处 
则 是 必要 的 重复 ， 
我 们 还 是 以 运算 为 线索 ， 从 整数 集 工 的 运算 性 质 谈 起 
大 察 知道 ， 整 数 集 可 以 进行 加 法 、 减 法 和 乘法 运算 。 人 们 常 把 
可 以 进行 加 、 减 、 末 三 种 运算 的 数 集 叫做 数 环 。 整 数 集 Z 构成 的 数 
环 叫 整数 环 。 
在 整数 环 里 除法 运算 是 不 能 进行 的 ， 因 为 并 不 是 对 任意 两 个 整 
数 0g 与 bb ， 其 中 b 二 0， 都 有 队 一 的 整数 g 存在 使 
a= bg 《1》 
成 立 。 例 如， 尽管 对 6 与 2 有 整数 3 ， 使 
6=2.3 
成 并 ， 但 没有 了 哪 一 个 整数 4 ， 能 使 
2=6:g 
成 了 并。 当然 对 于 4 与 5 既 没 有 使 4=5.9 的 整数 gq 也 没有 使 5 = 4.g 的 
整数 4 。 于 是 虽然 对 某 两 个 整数 a 与 bp (*0) 确 有 整数 gq 使 (1) 式 
成 立 ， 但 不 是 对 每 两 个 整数 4 与 b (头骨 都 有 整数 4 使 (1) 式 成 
立 。 所 以 整数 集 工 不 能 进行 除法 
这 样 ， 对 于 两 个 整数 a 与 b 是 否 有 整数 4 使 (1) 式 成 立 就 成 
了 整数 集中 两 个 整 集 4 与 5 之 间 的 一 种 特殊 关系 ， 由 此 引出 了 整除 
的 破 念 。 
设 9, bE Z。 如 果 存 在 9EZ， 使 
d= bg 
成 立 ， 则 称 “在 Z 上 ) 8 整除 *， 记 作 Ba， 否则 就 说 (在 2 上 )b 不 
整除 a 。 当 Pa 时 就 说 8 是 a 的 约 数 或 说 上 5 龙 a 的 因数 ，a 是 8 
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的 倍数 . 
整除 是 个 基本 概念 ， 它 有 下 列 一 些 熟 知 的 重要 性 质 ; 
1) 若 a\b， bc 则 qa\e， 这 呀 整除 的 传递 性 ， 
2) ap 又 pa 当 且 仪 当 b= 二 a; 
3) 若 a\b,， a\c 则 a\ (bc)， 
4) 若 a\b 或 oc 则 a\be; 
5) 设 < 为 一 确定 的 整数 ，x 为 任意 的 整数 。 那 么 sxx 当 且 仅 
间 a= 十 1]; “ve 当 且 仅 当 4=0， 
这 些 性 质 都 是 容易 验证 的 . 我 们 只 证 明 2) 与 5) 这 两 条 的 正 
确 性 ， 其 它 三 条 的 证 明 慌 为 练习 贸 给 读者 。 
事实 上 由 ap 又 ba 则 有 g，ezEZ 使 


b=ag, a= bq 


于 是 
b= 59391。 


如 果 b=0 那么 显然 也 有 a=0 如果 b 半 0 那么 可 得 gg = 1， 因 为 
91， 都 是 整数 ， 从 而 人 有 qi = qz= 1 或 qi=9;= -1。 这 就 得 到 b= 
+g。 上 反之， 如 果 恒 = 二 ga， 那 妈 就 有 a= 土 b。 这 就 说 明 op 又 pa， 
性 质 2) 被 证 明了 . 

再 者 ， 如 果 a= 土 1， 那 么 对 人 尾 一 整数 x 显然 都 有 ax。 反 之 ， 
如 果 对 任 一 整数 x 都 有 ex\x， 那 全 特别 地 取 x= 1， 当 然 也 有 ovl， 
即 1= edg， 从 而 此 有 a= 土 1。 这样 性 质 5〉 得 到 还 明 ， 

下 面 来 说 明 公 约 数 、 最 大 公约 数 这 两 个 概念 ， 

如 果 c 是 9 的 约 数 也 是 上 的 约 数 ， 则 称 c 是 4 与 bb 的 公约 数 ， 

设 4a， 上 4b 是 不 全 为 零 的 两 个 整数 。 于 是 在 a 与 的 公约 数 中 心 
有 绚 对 值 为 最 大 的 ， 称 其 为 a 与 6 的 最 大 公约 数 ， 简 称 为 a 与 b 的 
大 公约 。 例如 

4 与 6 的 全 体 人 各 约 数 是 1，- 1，2，-2， 于 是 4 与 6 的 大 公约 
为 2 和 -2 -4 与 -6 的 全 体 公约 数 也 是 1，- 1，2，-2， 因 此 -4 
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与 -6 的 大 公约 也 是 2 和 -2。 再 如 3 与 8 的 全 体 公 约 数 只 有 1，-] 
这 两 个 数 ， 这 样 1 和 - 1 戴 是 3 与 8 的 大 会 约 。 

一 般 地 ， 如 果 & 与 日 的 大 公约 是 土 !， 就 说 4 与 8 互 质 或 互 素 ， 
比如 3 与 8 霹 质 、4 与 9 也 互 质 。 

如 上 所 见 ，a 与 二 的 大 公约 是 绝对 值 相 同 的 两 个 数 ， 当 中 非 负 
的 那 一 个 记 作 (Ca，5) .例如 (4,，6) =2,( 一 4, 一 6) = 2,(3;8) 二 圭 ， 
(4,9)=1, 

如 前 所 述 ， 由 于 整数 集 不 能 进行 除法 ， 就 使 得 在 两 个 整数 之 间 
有 了 著 除 与 不 整除 这 种 差别 。 现 在 我 们 把 任 二 事 数 & 与 5 ( 手 们 用 
统一 的 形式 联系 起 来 ， 使 得 整除 关系 是 这 种 统一 联系 的 一 种 特殊 情 


形 。 这 就 是 有 名 药 
定理 1 (人 带 余 除法 ) 设 z，5 为 任 二 整数 ， 但 5 基 0。， 那 么 存在 

两 个 整数 9，?Y 使 
a=bg+r C2) 


成 立 ， 其 中 0<rf<151。 并 且 使 (2) 式 成 立 的 g，r 只 有 一 对 ， 
例如 a=20，b=3 时 则 :有 a=6, r=2 杭 20=3.64+2; a= 20， 
b= -3 了 时 则 有 4= -6, r=2 司 20=(-3)(-6)+2; g= -18, b= 
一 3 时 则 有 d=6，r=10 使 ~18=《〔《-3)6。 
下 商 给 出 定理 1 的 证 明 ， 
由 于 =88+r 成 立 当 且 仅 妆 a= (~b -人 + 成 立 ， 因 此 我 们 
可 氛 仅 就 是正 整数 的 情形 证 明定 理 1 。 我 们 考虑 六 的 一 切 倍 数 ， 
3 一 2 和， 20，3p，,… 
于 是 只 有 两 种 可 能 ， 即 
1》 Ga 恰好 是 b 的 某 一 个 倍数 ， 即 有 9gEZ 全 ac= bg， 这 就 说 明 存 
在 整数 9 ，r=0 使 (2 ) 式 成 立 . 
2) a 不 是 bb 殉 一 个 们 数 ， 因 而 a 必 在 b 的 两 个 相 邻 倍数 之 
间 ， 即 有 9EZ 使 bq 之 4 之 btq+1)， 换 个 写法 就 有 
d=bg+r， 其 中 0<r<b，, 
把 以 上 两 种 可 能 的 情形 合 起 来 写 就 有 
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a=bgqgt+r， 其 中 0 志 r < 之 bb. 
这 样 定理 1 的 前 一 部 分 得 到 了 证 明 ， 
现在 再 来 指出 9，?r 的 唯一 性 ， 即 车 还 有 9 ，” 也 馈 
a=ba'+r/， 其 中 0 坊 r/ < 过 b 
成 立 ， 那 么 必 有 4=g ，r=r。 
事实 上 由 
a=batr KR a=ba’ +r’ 
则 有 rx 一 r= blg' 一 q)， 这 表明 5b 训 除 r 一 r*、 但 是 ，]jr~~r 之 b， 从 
而 必须 7? 一 r=0,， 即 r=r'. 由 此 又 有 bg 一 49) = 00， 而 8 关 0 所 以 
q -9=0， 芭 gq= 9g 。 这 样 定 理 1 被 完全 证 明了 ， 
我 们 称 满足 (2 ) 式 的 8 与 + 为 b 除 a 的 商 与 余数 
显然 当 上 b 闫 时 ，P\a 当 且 仅 当 b 了 除 4 的 余数 等 于 0， 
利用 带 余 除 法 可 以 得 到 求 大 公约 的 方法 。 因 为 《2 ) 式 告诉 我 
和 们 gw，5 与 b，r 有 相同 的 公约 数 从 而 也 育 相 同 的 太公 约 。 同 理 对 
b ，?r 用 带 余 除 法 写 出 
b=rgqitr 
于 是 b，+ 与 +， rl 有 相同 的 公约 数 ， 也 有 相间 的 大 公约 。 如 此 继 
续 做 下 去 便 可 求 出 4 与 5 的 大 公约 。 这 就 是 下 述 的 
定理 ? 思 转 相 财 法 ) 设 a，5 为 任 二 整数 ,但 5 汪 >0。 反 复 
用 带 余 除法 可 得 下 列 有 有限 个 等 式 
d= bqit+ri, 由 < 站 二 让 
b=rigst rs Orr 
Pi 二 rs+ rs, 0<rs<r 


Fi = tr Oi Tr 
ria re tr Orr 
ri =ridite (Crir1 = 0) 
那么 r, = (a，b)， 
证 从 (3) 中 各 等 式 可 得 
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《ay By = (hy r= rrra) 二 《PE 二 
《rt is Pt 区 从 《31 中 最 后 一 个 等 式 ， 特别 地 得 出 (Fri..1 3,717 = 
ri。 于 是 刁 得 r= l(a， 证 完 ，。 
利用 《3 )》 中 各 等 式 可 以 把 a,， 上 与 其 大 公约 用 等 式 联结 起 来 ， 
即 有 
定理 3 设 (4， =d， 那 么 存在 整数 w，v 使 sx + bs= dd. 
证 由 《3》 中 个 数 第 二 个 式 于 有 
rit di +r = 
这 说 明 +;， 其 a 与 5 的 大 公约 d ， 被 表 成 ri-, 与 r-; 的 倍数 和 。 
接着 用 《3 ) 中 倒数 第 三 个 等 式 中 的 -=7i-;(-4i-1)+ri-s 代 
蔡 上 式 中 的 mr-:， 经 整理 路 有 
Fa 十 如 -898 tri_a(— gq) =rie 
如 此 继续 做 下 去 ， 到 第 上 ~- 2 步 时 可 得 
ra 人 + ry 2 =r, 
其 中 wi-;:，vV4-s 都 是 整数 。 接 下 去 再 用 产 =b- ngz 代入 上 式 中 的 
rx， 则 有 
(Bb— rds trivi_ =r 
经 整理 即 有 
PC 2 二 
最 后 再 用 mr =a -bg 代入 上 式 中 的 mm， 则 有 
《3 一 DVI — ats-2) 二 Da = 
经 整理 即 得 
au + hyv= 天 
其 中 u,v 都 是 整数 。 定 理 证 完 ， 
定理 4 设 d 是 4 与 的 一 个 公约 数 ， 那么 4 是 a 与 5 的 大 公 
约 的 充分 必要 条 忻 是 4 与 5 的 任意 一 个 公约 数 c 都 是 4 的 约 数 , 
证 充分 性 是 明显 的 。 下 曾 证 明 必 要 性 . 设 d 是 a 与 b 的 大 公 
约 ，c 是 a 与 6 的 任意 一 个 公约 数 。 于 是 由 定理 3 ， 存 在 整数 w,v 使 


ou + by= ad, 


这 样 由 cva，cNb 便 得 cvda。 定 理 证 完 ， 

下 而 规定 m(>2) 个 整数 的 公约 数 、 最 大 公约 数 的 意义 来 结束 
这 一 节 ， 

设 Ils 7, "yy nC 如 果 ci ， NG3 ， ” evGn 则 称 * 
是 4:，94:，… gr 的 一 个 公约 数 ， 当 caiazz,… ,4 不 全 为 0 时， 在 它 
们 的 公约 数 当中 一 定 有 绝对 值 为 景 大 者 ， 称 其 为 41，4y， 
的 最 大 公约 数 ， 把 那个 非 负 的 记 作 (a1，42，…，4w)， 如 果 41， 
42，，，dn 的 最 大 公约 数 等 于 土 ]， 即 (4 ，#1，…，4w) = 1， 则 称 
Hi，4z，…，45 互 质 ， 例如 (4，6，9) = 1， 即 4，6，9 是 互 质 的 ， 

定理 5 设 41，6;,… ,Un 是 不 全 为 0 的 整数 ，d 是 它们 的 一 个 
公约 数 ， 那 么 4 是 4 ，42，… ,4 的 最 天 公约 数 的 完 分 必要 条 件 为 
dl 4343 …，4u 的 任意 一 个 公约 数 c 都 是 # 的 约 数 . 

证 这 是 一 个 与 自然 数 tm 之 2 有 关 的 命题 ， 我 们 用 第 二 数学 归 
纳 法 来 做 证 明 . 

1) 当 黄 =2 时 ， 由 定理 4 ， 命 题 成 立 ， 

2) 假设 对 于 到 大 的 一 切 自然 数 严 命题 成 立 ， 看 入 = 天 +1 的 情 
形 。 这 时 命题 的 充分 性 是 显然 和 的， 下 面 去 证 必要 性 ,为 此 令 
d= (0 2 Gr), (driss rs O141))" 

首先 明显 可 见 ，d' 是 41，;,…,Q431 的 一 个 公约 数 。 其 次 对 于 
Ql， 0 +s 的 任 赂 一 个 公约 数 c， 自 然 和 的 ，c 也 是 at， os， 
…，a， 的 一 个 公约 数 ， 由 归纳 假设 可 知 ，cN\(a，a，…，ar)5 同 
理 ca ， G41+1)。 这 表明 c 是 ta qs，…， 4+) 号 (dr+1s 
41) 的 一 个 公约 数 , 因 而 由 定理 4 ,ce\Clary 0) (ai :+ 
Qi+1))， 妇 c\d'。 这 说 明 4d 是 ，G2,…,at+i 的 一 个 最 大 公约 数 ， 
从 而 也 有 cv\d。 定 理 证 完 ， 

推论 《(@l，…，Dr)》， Garp vy a)) = (0 Gly "+ am)， 


在 定理 5 的 证 明 过 程 中 已 经 说 明 这 个 推论 的 正确 性 ， 它 同时 指 


” 当 ? =1 或 1 = 上 时 ， 我 们 认为 (481) =81s 《Gil 1》 日， 1。 


卫生 


出 @，a，…， onw 的 最 大 公约 数 的 具体 求法 ， 
定理 6 车 ta，o，…，an) =d， 那 么 存在 整数 tw，wWs，…*， 
& 全 ou + dt + dnln = dd. 
证 用 数学 归纳 法 ， 即 
1) 当 闵 =2 时 ， 由 定理 3 可 知 结 论 成 并 . 
2) 假设 当 m=k 时 结论 成 立 ， 看 m=k+ 1 的 情形 ,于 是 由 定 
理 5 的 推论 ， 则 有 
d= {0 = 人 (ai 
念 (el，…，ai = 出 ， 由 归纳 假设 ， 存 在 凡 :，…，tax 和 使 
好人 十， 十 站 :人 = di, 
而 人 如，axi+,) = 由 定理 3 ， 存 在 x，?Y 使 
dutarriy= da, 
于 赴 
d=duWtadrry 
= (QW +t MUt A+ 
= 二 + oir +t orriltiris 
其 中 丽 二 请， 二 WEN， ty=? 都 是 回 数 .这 就 证 明了 定理 
6 。 
定理 7 《o，a…，ao)=1 当 且 仅 当 存 在 整数 fm ,02,… ,ts 使 
1 二 atty "ond, 三 1。 
证 “充分 性 是 明显 的 ， 而 必要 性 则 是 定理 6 的 特例 。 证 先 ， 
例 1 求 1978 与 13975 的 最 大 公约 数 4 及 整数 &，?7 使 1978x + 
13975y = 了。 
解 ” 用 思 转 相 除法 : 
}3975 = 1978:7 + 129 
1978= 129*15 + 43 
129= 43*3 
因此 (1978，13975) = 43。 于 是 由 
43=129，(—15)+1978 
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129= 1978"(—7)+13975 
则 有 
43= (109078: — 7) + 139757:(— 15)7 + 1978 
= ]978Ct—7)C—15)+1)+13975"(— 19) 
= 1978"106 二 139754( 一 157。 
Rpw= 106, v= — 15, 
例 2 设 人 aa 四 =1。 那 各 
1) 车 osce，bse 则 abvcs 
2) 落 avpe 则 avec， 
解 ”由 (a， 区 =1 可 以 写 出 
GE 十 BY 下 acu tbhey= ce, 
由 a\c，h\c 可 敌 aP\ac，qb\bc， 从 而 ab\c， 所 以 1) 成 立 ， 
由 (a, 让 =1 写 出 gw +by=1 及 auc +bey=c， 于 是 a\que， 
a\bcevy， 从 而 a\c。 即 2) 成 立 ， 


练 习 二 


1, 求 9 与 8 的 大 公约 ; 

1) a= 3468, b= — 095s 

2) qa=110143, b= 70091 。 

2， 求 驼 数 &，Y 使 (135，243) = 135w 十 243y, 

3。 设 5 是 正 整 匆 ， 试 和 证 : (ca, cb}= eta, bb)， 

4。 设 4= da pb= 动 :。 试 证 ，(6，b) = 4d 当 且 仅 当 (q1,b) =1， 


$ 3 ”因数 分 解 定 理 


我 们 从 大 家 都 有 所 了 解 的 因数 分 解 定 理 说 起 ， 
因数 分 解 定理 ”每 一 个 大 于 1 的 整数 二 都 能 写成 (分解 成 )》 以 
下 的 形式 ， 
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m= pip2**p 
其 中 户 ; (f= 1，2，-…， 7?) 都 是 上 质数 ， 并 且 这 种 分 解 还 是 唯一 的 ， 即 
如 果 还 有 分 解 式 
m=: q192"…4:， 此 中 gi(j=1，2，…，s) 都 是 质数 ， 那 么 
1。 产 一 了 
2。 可 以 适当 调换 g，9d，…，4; 的 疾 序 ， 人 司 
Di=q pa= 2 *, Pr=4:, 
例如 = 30，、， 那 么 30 可 以 分 解 成 
30= 2.3.5 
其 中 2，3，5 都 是 质数 ， 而 且 这 种 分 解 是 了 唯一 的 ， 即 30 只 能 分 成 三 
个 质数 的 积 , 并 且 这 三 个 质数 一 定 是 2，3，5， 顶 多 在 积 的 写法 上 2， 
3，5 的 顺序 有 所 不 同 , 如 30= 2.3*.5 = 2.6。3=3*2.5=3.5.2=-5.2.3 
=5*3*2 等 ， 
结合 这 个 定理 的 内 容 我 们 先 说 明 两 个 问题 ， 质数 与 合 数 及 定理 
的 证 戎 方法 ， 
我 们 已 经 知道 在 正 整 数 
1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，1l1，12，13，14，15，16， 
17，… 当 中 
2，3，5，7，1tl1，13，17，… 是 质数 ; 
4，6，8，9，10，12，14，15，16，… 是 合 数 。 
这 里 应 该 明确 质 教 与 合 数 各 自 的 特性 以 及 二 者 的 区 别 ， 为 此 考虑 ， 
对 枉 意 的 整数 a ， 都 有 
l\ay gt 
即 a 必 有 约 数 1 与 a 。 例 如 
2 必 有 约 数 1 与 2 ，3 必 有 有 约 数 1 与 3 ，5 必 有 约 数 1 与 5 等 
等 。 再 如 
4 必 有 约 数 1 与 4 ，6 必 有 约 数 1 与 6 ，8 必 有 约 数 1 与 8 等 
等 。 
但 不 难看 出 在 上 述 两 种 例子 中 有 着 明显 的 原由 性 差别 ， 这 就 是 
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对 于 质数 2，3，5 来 说 除了 1 与 其 本 身 之 外 再 没有 别 的 正 约 数 ， 页 
对 于 合 数 4，6，8 来 说 除了 1 与 本 身 这 和 样 的 约 数 还 有 别 的 正 约 数 ， 
例如 ，4 除了 1 与 4 还 有 正 约 数 2，6 除 了 1 与 6 还 有 正 约 数 2 和 3， 
8 除了 1 与 8 还 有 正 约 数 2 和 4 。 这 样 ， 我 们 就 明确 了 质数 与 侣 数 
的 区 别 . 一 般 的 说 法 就 是 : 

设 m 为 大 于 1 的 整数 。 如 果 除 了 1L 与 和 本 身 之 外 ，m 再 没有 其 
它 的 正 约 数 则 称 普 为 质数 或 素数 ;如 果 除 了 1 与 训 本 身 ，mm 还 有 有 其 
它 的 正 约 数 则 称 同 为 合 数 。 为 了 说 话 方便 ， 六 的 不 同 于 | 与 六 本 身 
的 正 约 数 喇 做 m 的 真 约 数 , 于是，m (>1) 是 质数 当 晶 仅 当 m 投 有 真 
约 数 ，m 是 合 数 当 且 仅 当 mm 有 真 约 数 ; m 是 合 数 当 且 仅 当 mm = mimz， 
其 中 lp nm 之 mn， 

现在 对 因数 分 解 定 理 的 证 明 再 说 几 旬 。 了 明显 可 见 ， 须 对 证 明 的 
有 两 点 一 是 分 解 的 可 能 性 ， 即 任 一 大 于 1 的 整数 只 都 能 分 解 成 质 
因数 的 乘积 : 再 就 是 这 种 分 解 的 玲 一 性 ， 为 此 我 们 需要 质数 的 相应 
的 两 条 基本 性 质 ， 即 

1。 人 和 任 一 大 于 1 的 整数 wm， 只 有 有 限 个 质 约 数 ， 

2。 若 上 户 为 质数 且 记 a5， 则 必 有 加 或 NE 

事实 上 ， 如 果 p 是 m 的 质 约 数 则 1<pS&m。 因 为 林 大 于 x 的 正 
整数 恰 有 严 个 ， 所 了 并 的 质 约 数 少 于 六 个 。 再 有 假设 质数 p\ab 而 
p 不 整除 cs， 由 于 质数 了 只 有 1 与 p 这 两 个 正 约 数 ， 从 而 了 与 a 的 天 
公约 不 是 了 就 是 1 。 因 为 p 不 整除 4 所 以 p 与 a 的 大 公约 不 是 p。 这 
样 ， 了 了 与 4a 互 质 ， 存 在 整数 4，y 使 p&+ay=1， 于 是 pubp+abv=b. 
由 此 到 得 pb. 

有 了 以 上 说 明 ， 下 面 给 出 因数 分 解 定理 的 具体 证 明 。 显然 这 是 
一 个 与 大 于 1 的 自然 数 有 关 的 命题 ， 我 们 用 第 二 数学 归纳 法 先 证 明 
分 解 的 可 能 性 。 

1。 当 久 =2 时， 结论 自然 成 立 ， 

2， 假设 对 任意 的 Kk:1<k<m， 结 论 都 成立， 看 =m 的 情形 ， 
如 果 玉 是 质数 结论 自然 成 立 ! 如 果 严 是 含 数 ， 则 有 黄 = Ek;， 其 中 
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1 之 i，k; 之 mm。 于 十 由 归纳 假设 ,Ku，kz 有 分 解 式 : 
Ki= Pip Ks= p+"pr, 
其 中 PP，…，DPi， Pi+ti， ,Pp， 都 是 质数 。 由 此 即 得 分 解 式 ， 
m= pi Dirt+t1''Dr, 
再 用 第 二 数学 归纳 法 去 证 明 分 解 式 的 队 一 件 . 
J， 当 m= 2 时， 上 结论 自然 成 立 ， 
2， 假设 对 任意 的 上 :， 1<k<m， 结 论 都 成 立 ， 羞 万 = m 的 博 
形 。 如果 加 是 质数 ， 结 论 自 然 成 立 ， 如 果 m 是 合 数 ， 而且 还 有 分 解 
式 
m= gz:， 其 中 q1，4qz;…，9， 都 是 质数 
那么 
用 1 站 2 站 二 1 
这 表明 pi\qgiqg…9g:。 因 为 pl 是 质数 ， 所 以 pi 必 能 整除 4i， da """, 
9: 当中 的 基 一 个 ， 不 切 认 为 p\q1。 义 因 gq 也 是 质数 ， 所 以 pi = 人 di。 
于 是 从 等 式 
DiPa'"Pr ™ M9294: 
两 端 消去 pi!， 即 有 
m’ = pp = 29:, lm’ Cm, 
上 滤 可 以 看 成 是 m 的 两 个 分 解 式 ， 于 是 由 归纳 假设 即 得 r 一 1= 
s 一 1， 基 r= 8; 适当 调换 4:，…， ; 鸭 赞 序 ; 有 Pi = 2，…'， Dr = Hr" 
总 之 就 得 到 
Fos Pod P= dz Pr = dd;。 
定理 证 明 完 了 。 
最 后 利用 质 约 数 分 解 式 来 说 明 几 个 问题 。 在 六 的 质 约 数 分 解 式 
中 ， 拒 和 胡同 的 质 约 数 都 储 中 起 来 写成 一 个 乔 的 形式 ， 这 样 便 有 
m= pilp2**p!" 
其 中 pi，pz，*…，D: 是 两 两 不 同 的 质数 ，I，1，…, i, 都 是 正 整 
数 。 我 们 称 这 样 的 分 解 式 为 本 的 标准 分 解 式 。 有 时 为 了 方便 ， 不 必 
限定 指数 1; 必须 是 正 整数 ， 只 要 1 0G=I，2，…r) 就 行 。 我 们 
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把 这 样 的 分 解 式 叫做 六 的 一 般 标准 分 和解 式 。 这 时 如 果 指 数 【=0， 
说 明 p, 不 是 m 的 约 数 ， 例 如 ，m = 560， 那 么 60 = 22.3'5 是 标准 分 解 
式 ; 60 = 223.5.70 则 是 60 的 一 般 标 准 分 解 式 ， 但 ?7 不 是 60 的 质 约 
数 ， 
设 
G 三 让 ,四 2 了，ry 
b=p''p’ "pr", 
d= pp'2"p':, 
分 别 是 a ，& ，d 的 一 般 标 准 分 解 式 ， 
《C13 da 当 且 权 当 031 所 1 j=1,， 2, £, 
(2) a 是 a 与 b 的 公约 数 当 且 仅 当 0 和 1 过 上 ，0 委 相生， 
i=1, 2, ,+ 
《3) 是 a 与 b 的 大 公约 当 且 充当 +t; 等 于 7 与 5; 当中 较 小 
的 ,一 般 记 作 t1; =min(t,， 51) ,i=]，2，…，r。 例如，a= 380， 
b=525， 求 人 a,b)， 因 为 360= 23.32.6=23.32.5.79，525=3.5*7= 
20.3*52.7， 所 以 (360，525) = 20.3.5*70= 15。 


练 习 三 


1。 若 {2; 路 =1 则 (+b， 号 )=]。 

2. 车 (8，b) =1，c 为 任 一 整数 则 {ac, py = (c，b)， 

3。 设 p 为 大 于 1 的 整数 ，a，B 为 任意 整数 ， 如 果 由 PNab 必 
有 Ba 或 pb， 那么 p 一 定 是 质数 。 

4， a， 加 为 正 整 数 ， 如 果 qn\ 则 ovp。 


34 数 域 


本 节 给 出 数 域 的 概念 ， 另 外 讲 一 下 复数 的 比较 大 小 问题 ， 
我 们 考虑 @，D，C 这 三 个 数 集 ， 即 有 理 数 集 ， 实 数 集 ， 复 数 
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集 ,， 大 家 饥 道 ， 这 三 个 数 信 都 能 进行 加 、 减 、 乘 、 除 四 种 运算 ， 在 
高 等 代数 里 用 到 的 主要 是 能 进行 四 则 运算 的 数 集 ， 因 此 把 其 有 这 样 
特性 的 数 集 突出 出 来 给 了 专门 的 名 称 是 必要 的 。 于 是 便 有 
定 头 ” 设 F 是 一 数 集 ， 其 中 有 不 等 于 零 的 数 。 如 果 寿 下 里 能 进 
行 加 、 减 、 疙 、 除 四 则 运算 ， 则 称 下 是 一 个 数 域 . 
按 此 定义 ， 昌 ，D ,人 都 是 数 域 ,分别 叫 有 理 数 域 ， 实 数 域 , 复 
数 域 ， 而 N，Z 不 是 数 域 ，Z 是 数 环 ， 再 如 数 集 
F={a+bv 2 lvYa, bEQ} 
是 一 个 数 域 ， 
事实 上 ， 开 中 含有 不 壬 于 0 的 数 ， 比 如 当 a=0，b=1 时. 
a+b 2 =w 2 EF,， 下 面 我 们 验证 F 能 进行 四 则 运算 ,为 此 考虑 
F 里 的 任 登 两 个 数 ， 
a=agth/2, B=c+d/ 2 其 中 a, b,c, dED 
于 是 
atB= (at+ec)}t (b+d 3, 
aB= (oc + 2bd}) + tad + be} 3 
二 为 sc，b+H，gc + 2bd，ad + bc 还 都 是 有 理 数 ， 所 以 w+BEF， 
acEPF， 即 中 能 进行 如 、 减 、 乘 三 种 运算 。 再 有 当 有 sxs0 时 ， 即 ce 与 
d 不 同时 为 06， 则 有 
9+bw2 _ (a+bv 3) (eC-d/ 3) 


一 一 一 一 一 一 


B ed (qrd 2 一 CA2) 


dc — 2 pe 一 ed 一- 
二 一 -一 -一 十 一 
ci— 2 ci — 2di V2 


oc — 2bd be— ad , 本 
因为 一 一 了 cr 一 5 部 还 是 有 理 数 ， 所 以 EF， 即 玉 能 进行 


除法 。 总 之 ， 了 能 进行 四 则 运算 ， 因 而 了 是 一 个 数 域 。 
有 一 个 问题 很 值得 我 们 注意 。 如 果 已 知 a 是 数 集 F 里 的 数 ， 册 
此 我 们 并 不 能 推断 出 已 当 中 还 含有 哪些 数 ， 其 实 了 也 不 必 青 含有 a 
蕊 外 的 什么 数 。 但 是 ,如 果 F 不 是 一 般 的 数 集 , 面 是 数 环 或 者 还 是 数 
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域 ， 情 况 就 天 不 一 样 了 ， 当 & 是 数 环 FF 中 的 一 个 数 时 ， 我 们 可 以 断 
言 e+a，a-a，aa 都 必定 在 数 环 之 中 ; 如 果 F 还 是 数 域 的 话 ， 


当 a 寺 0 时 ,二 也 必定 在 卫 之 中 。 这 是 数 环 ， 数 域 与 一 般 数 集 的 重要 


差别 ， 姥 数 环 ， 数 域 当 中 的 数 不 是 孤立 的 ， 而 是 用 一 定 的 运算 联系 
着 。 特别 地 ， 任 一 数 环 必 含 有 0 ; 任 一 数 域 必 含 0 与 1。 一般 地 ， 
我 们 容易 证 明 以 下 的 

命题 “ 任 一 数 域 当中 必 含 有 一 切 有 理 数 , 换 句 话说 ,有 理 数 域 
是 最 小 的 数 域 . 

证 设 F 是 一 个 数 域 .由 定 闵 下 当中 含有 不 等 零 的 数 ， 任 了 到 其 


一 设 为 a 。 于 是 a~a=0E€F. T=1€F, 进而 ， 由 1 通过 加 法 可 以 


得 出 一 切 正 整数 ;再 由 0 与 任 一 正 整数 相 减 就 得 出 一 切 负 整数 ， 这 
件 ， 一 切 整数 都 含 于 了 之 中 。 最 后 ， 通 过 除法 ， 由 一 切 整数 就 得 出 
任意 的 有 理 数 ， 即 一 切 有 理 数 都 含 在 数 域 了 之 中 。 证 完 。 

下 面 为 了 泪 谤 问题 ， 讨 论 一 下 复数 的 比较 大 小 问题 。 

我 们 己 知 ， 对 实数 集 忆 的 任 一 子 集 M 来 说 ，M 中 的 数 都 能 比较 
大 小 ， 即 

1)》 对 形 中 任意 两 个 数 4 与 5 都 使 

o<b, a=b, b<ia 
三 者 有 且 只 有 一 种 关系 成 立 ， 

2) 若 a<b, b<c 则 a<e, Yea, b, cEM. 
对 数 集 开 做 这 种 考虑 时 就 称 型 是 有 序数 集 ， 

对 于 能 够 进行 运算 的 有 序数 集 M， 常 常 把 数 之 间 的 天 小 美 系 与 
运算 联系 起 来 。 比 如 ， 对 有 理 数 域 2， 实 数 域 也 来 说 ， 其 中 数 之 间 
的 天 小 关系 与 加 法 ， 飞 法 运算 联系 起 来 时 就 有 以 下 的 一 般 规 律 ， 

3) 车 9<b 则 gatc<b+i+e, 

4) 若 4<b，0<c 则 ，ac 克 Be， 这 时 我 们 把 只 ， 五 叫做 有 序数 
域 ， 
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一 般 的 ， 一 个 数 域 记 对 于 某 一 种 也 叫做 “小 于 ”的 关系 “< 
满足 以 上 四 个 条 件 1) 一 4) 时 ， 就 说 了 是 一 全 有 序数 域 。 按 照 这 样 
约定 的 名 称 六 ，Z，@， 了 对 于 通常 的 小 于 关系 来 说 ， 都 是 有 序数 
集 ， 而 9， 品 都 是 有 序数 域 , 

下 而 来 考查 复数 域 忆 。 首 先 我 们 可 以 在 两 个 复数 之 间 规 定 一 种 
4 小 于 ”关系 ， 也 用 记 导 “<-” 来 表示 ， 对 于 关系 “< ”来 说 C 和 是 
有 序数 集 . 

设 g=9g+hi,， B=c+ 而 为 任 二 上 揽 数 。 我们 规定 ， 

< 各 当日 仅 当 ae 或 a=c 时 pcd 
于 基 易 饥 上 述 的 条 忻 1) 与 2 成立 ， 即 

1) a<B, a=B, Be 
三 者 有 和 且 只 有 一 种 关系 成 立 。 

2) 若 a<B, By Wa<y, 
因此 在 考虑 这 个 小 于 关系 时 ， 复 数 集 C 做 成 一 个 有 序数 集 。 但 是 与 
,DD 截然 不 同 ， 绝 无 办 法 使 C 做 成 有 序数 域 。 我 们 用 反 证 法 来 论 
证 这 个 结论 的 正确 性 ， 

事实 上 ,假设 用 符号 < 表示 在 复数 之 间 规定 的 一 个 小 于 关系 ， 
已 使 和 做 成 有 序数 域 ， 我 们 将 推出 矛盾 来 ， 

考虑 0，i 这 两 个 不 同 的 复数 。 财 条件 D) ， 必 有 0<i 或 i<0， 

首先 ， 如 果 0<i， 利 轴 有 序数 域 的 第 四 个 条 人 御 ， 则 有 

Ori<ii 0 -1 
再 用 一 次 第 四 个 条 件 ， 则 有 
0 一 起 二 (一 1 一 二 即 0<1。 
于 是 在 0 和 < - 1 两边 同时 厅 二 ， 册 茶 件 3) 便 得 
0+1<ft-1TD+I， 即 1<0， 
这 样 就 有 0<1 及 1< 0 同时 成 立 ， 这 与 条 件 1 相 矛 盾 ， 故 而 不 能 有 
0<-7。 
间 理 可 证 1<0 也 是 不 可 能 的 ， 
上 述 结果 淖 明 ， 假 没 小 于 关系 < 使 C 做 成 有 序数 域 ， 可 是 对 0 
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与 i 这 两 个 具体 的 复数 来 说 

Oi, 0=1i, i<0 
没有 一 个 能 成 立 ， 这 个 矛盾 断定 ， 根 本 不 可 能 有 小 于 关系 < 使 C 栈 
成 有 序数 域 。 

我 们 的 结论 是 ， 笼 统 的 说 复数 不 能 比较 大小 是 不 妥 的 ， 正确 的 
说 法 是 ， 不 与 复数 的 加 法 和 乘法 相 联 系 ， 复 数 象 通常 一 样 可 以 比较 
大 小 ， 即 复数 集 C 可 以 牧 成 有 序数 乐 ， 如 果 把 复数 之 间 的 大 小 关系 
与 复数 加 法 ， 采 法 联系 起 来 考虑 ， 复 数 就 不 能 象 通 常 那样 比较 大 
小 ， 即 复数 集 忆 不 能 做 成 有 序数 域 ， 


练 四 


1]。 验 证 下 列 数 集 是 数 域 ， 

1) Fi= {ao+bv 3|Ya, bPEQ}, 

2) Fi:= {tat+bi| Ya, bEQ}. 

2。 说 明 可 用 不 同 的 大 小 关系 使 复数 集 心 做 成 有 序数 集 
3， 设 F 是 一 数 域 ， DCF。 证明 :; 已 =C， 


习 题 一 


。 不 等 式 2 全 1 对 哪些 上 自然数 成 立 ? 
。 设 天 是 一 个 正 数 ， 叶 是 正 整 数 . 证 明 :， 《1+ 有 )"z21+ HK 
。 证 明 : 含有 ?个 元 素 的 集合 的 一 切 子 集 的 个 数 等 于 2 "。 
， 设 a，b，m 都 是 正 整 数 。 证 明 ，ta*, b*)= (a, b)"。 
。 证 月 ， 相 邻 二 整数 必 互 质 . 
。 证 明 ， 质 数 有 无 限 多 个 . 
,若是 质数 ， 那 么 wp 不 是 有 理 数 ， 
。 下 列 数 集 鄂 些 是 数 环 ? 哪些 是 数 域 ? 

1) Fi= [了 | 《ay，B) = 1，&a 为 偶数 ， 5 为 奇数 |. 
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2) Fi= {atbv -2la, bEQ), 
3) Fs= {a+bile, beZ} 


4) Fe= {a | ncZ}. 
39。 设 Fi 与 F: 都 是 数 域 ， 试 证 
F={kIEEF; 与 天 和 了。 
也 是 数 域 。 


10。 试 述 在 有 理 数 域 与 实数 域 之 间 有 无 限 多 个 不 同 的 数 域 , 
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第 二 章 ”一 元 多 项 式 


代数 式 是 中 学 数学 的 基本 和 重要 的 组 成 部 分 ， 它 的 基础 是 多 项 
式 ， 而 多 项 式 是 高 等 代数 课程 的 最 基本 的 对 象 之 一 ， 并 且 在 进一步 
学 习 代 数 和 其 它 数 学 课程 时 也 会 经 常 涉及 到 .本章 将 讨论 多 项 式 的 
概念 、 整 除 理论 和 求 根 问题 ， 


$ 1 一 元 多 项 式 的 定义 及 运算 


在 多 项 式 的 讨论 中 ， 我 们 总 是 以 一 个 予 先 给 定 的 数 域 了 作为 基 
础 ， 用 文字 x 代表 一 个 可 运算 的 符号 (或 称 为 未 定 元 ) ， 首 先 我 们 
明确 地 给 出 一 元 多 项 式 的 定义 及 有 关 的 一 些 概念 ， 这 是 本 章 的 基本 
概念 ， 在 以 下 的 讨论 中 要 经 常用 到 。 

定义 ] 形式 表达 式 

QoNX + T+ aX + + r+ X" C1 
叫做 数 域 王 上 的 一 个 一 元 多 项 式 ， 其 中 = 为 非 负 整 数 ，ao, 1 a2， 
“0 fr 是 下 中 的 数 。 

今后 ，《1) 式 就 简称 为 多 项 式 . 在 多 项 式 《1》 中 ，aix 称 
为 主 次 项 ，a; 称 为 i 次 项 的 系数 ，aox? 称 为 常数 项 ， 当 a 在 0 时 ， 
4,x" 称 为 首 需 ， 此 时 把 n 叫做 多 项 式 (1 ) 的 次 数 ， 称 《1) 为 4 
次 多 项 式 ， 各 项 系数 全 为 零 的 多 项 式 岂 圭 多 项 式 ， 记 为 0 ， 对 这 样 
的 多 项 式 我 们 不 规定 次 数 。 

为 了 书写 方便 ， 我 们 约定 ， 

(1》 系数 是 零 的 项 可 以 省 略 不 写 ， 这 样 自 然 也 可 以 添上 一 些 
系数 是 零 的 项 ， 
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(2) 系数 是 1 的 项 可 以 把 系数 1 省 略 不 写 ; 
(3) x=1， 因 此 党 数 项 aox" 就 可 简写 为 如 。 
以 后 用 fj (x) ，g (xX) ，… 或 fg 等 表示 多 项 式 ， 
例如 多 项 式 
fx) = 2X0 + Ox t+ Tex + 和 
可 这 写成 
Hx) = 2+ x+ Ax?+ Ox 
也 可 以 写成 
f(x) = 2 + x, 
根据 次 数 的 定 闵 ， 这 个 多 项 起 的 次 数 是 3 ， 即 1{%*)》 是 一 个 3 次 多 项 
式 。 
定义 2 两 个 多 项 式 / (x) 与 8(x)， 如 果 它 们 同 次 项 的 系数 
全 相等 ， 则 称 (x) 与 g(x) 是 相等 的 ， 或 站 (*) 等 于 g(x)， 记 作 
f(x) = B(x). 
按 此 定义 ， 相 等 的 两 个 多 项 式 必 定 是 同 次 的 ， 因 而 次 数 不 同 的 
二 多 项 式 必 定 不 会 相等 ， 


其 次 我 们 来 定义 多 项 式 的 加 法 和 乘法 。 
设 - 
fiX) = + x+ "+X" (2) 
BCX) = bot bx+* + bX" (3) 
是 两 个 和 多项式， 不 妨 人 很 定 m 扫 mm， 
定 你 3 当 项 式 


h(x) = CaF bo + (a t hyxtet (or tb x + +b xn ， 称 
为 0) 与 g(x) 的 和 ， 记 为 A(X) = 了 (x) + g(x)， 求 两 个 多 项 式 的 利 
的 方法 叫做 加 法 ， 

定义 4 多项式 

天 《区 = obo + tAobi 十 db x+ + db x tt", 称 为 (NW) 与 g(x*) 
的 积 ， 记 力 尺 (x) = 了 f(x) g(x) ， 求 两 个 多 项 式 的 积 的 方法 吗 司 业 
法 。 
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多 项 式 的 加 法 与 蒋 法 适合 通常 数 的 运算 规律 ， 即 
1。 拓 法 交换 律 ， 

fx) + B(xX) = Bx) + f(x), 
2。 加 法 结 合 律 ; 

(FON) EEXIY HHOR) = x} + (gx) FHCOX) Ss 
3， 乘 法 交换 律 ; 

fix}g(X) = 区 《基站 
4， 乘 法 结 仓 律 ， 

CIHRIBCXI UX) = Tx) (EOXIUNXY Ys 

5， 乘 法 对 加 法 的 分 瑟 律 ， 

HX KE(XD) t+ HN) = gx) 十 了 DRCX)》。 


这 些 规 律 都 很 容易 由 定义 直接 验证 ， 下 症 只 给 出 乘法 结 台 律 的 


证 明 ， 
设 
HX) =C0 t+ + cri, 
我 们 证 其 
(fxXIBCXIIUI NK) = fx Ctx ), 


披 多 项 式 相等 的 定义 2 ， 只 要 指出 等 号 两 端 多 项 式 的 同 次 项 的 系数 


全 相等 即 可 。 
左 端 ”Kx)B(x%) 中 上 次 项 的 系数 为 
Gobs 十 RiDps-i t+ + os b+ gsbo= 2 dibs 
因 之 等 号 左 端 t 次 项 的 系数 为 
| S, ( 半 qbi ) ce 2 aib,ce 
右 庙 g(x)utx) 中 + 次 项 的 系数 为 
boc, + Bic t + bh, c+ b,ceo = | »》 hiers, 
所 以 等 号 右 端 + 次 项 的 系数 为 
>») of 入 b,cs ) = 日 有 el 


E141r=t + 上 一 r 二 + 上 一 于 


i+i= 
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由 此 可 见 ， 诺 大 两 端 相 学. 
多 项 式 的 运算 还 有 以 于 一 些 简单 性 质 ， 
12 0+ 帮 YX) = 大 2 人 有人。 
2) 把 .六 wx) 的 每 一 项 系数 都 变 号 所 得 的 多 项 式 记 为 -f(x)， 
则 有 
f(x) +【 一 FIx))7=10 
利用 一 (x) 我 们 定 闵 减法 为 
fx) g(x) = Ix) + — ptX)) 
3) 如 果 {x) 夺 0，g(x) 夺 0， 则 
fx)gtx) 0, 
DD 与 2) 都 是 明显 上 的， 地 面 说 明 3) 上 成立， 
事实 上 ， 假 设 在 3) 中 (x) 和 g(x) 的 首 项 系数 为 4:，b,.。 由 此 
可 翔 ，Q4 半 0，Ps 夺 0。 所 以 a,bs 二 0,， 于 是 Hx}g(x) 的 首 项 为 
Qnbnx" "所 以 f(x)g(X) 二 昌 
由 此 可 得 
4) 如 果 (x) 主 0， 目 wtx)j(x) = w(x)gtx)}， 册 
HX) = gCX). 
事实 上 ， 由 wf(x)=u(x}g(x) 有 
HXICFCKX) — gxX)) =0, 
根据 性 质 3》 由 wix) 三 0， 必 有 f(x) 一 gCx)=0， 期 
tx) = gtx). 
最 后 我 们 指出 和 与 积 的 次 数 的 一 个 性 质 来 结束 这 一 节 。 为 了 书 
号 方便 用 degf (表示 fx) 的 次 数 。 
5) deg{f (lx) +e(x)) max(der fCx), deg g(x)), 
deg f(x)gtx) = deg f(x) + deg g(x)., 
前 者 由 加 法 与 减法 定义 可 直接 看 出 是 正确 的 ， 后 者 由 性 堪 3》 
的 说 明 可 以 得 到 验证 ， 
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练 习 一 


1， 证明 (C1) degCfi(x) 土 ja(X) 土 十 jxX)) 过 max 
Cdeg fit%x), deg ftx}, +, degf: (Xx)}) 
C2) degCf ,CxOfatx)} nf, (Xx) = deg f(x) + deg f(x) + + 
+ degf ;xX). 
2 设 f(x)}，g(x) 和 (x) 是 实数 域 上 的 多 项 式 . 证明 若是 
fx) = xg (x) + xh x) 
那么 ，j(x) = glx) = hx) = 0., 


3 2 ”多项式 的 整除 性 
一 一 因 式 、 公 因 式 、 景 高 公 因 民 


我 们 已 经 希 道 ， 一 元 多 项 式 可 作 加 、 减 、 乘 法 三 种 运 自 。 手 是 
自然 要 想 ， 一 元 多 项 式 是 否 也 可 以 作 除 法 呢 ? 除法 一 一 烦 为 乘法 的 
逆 运 算 ， 并 不 是 普遍 可 行 的 。 由 上 节 两 个 多 项 式 梁 积 的 次 数 性 质 可 
以 看 出 ， 大 Hx) 的 次 数 高 于 Ex) 的 次 数 ， 那 各 天 %) 必 定 不 能 “ 除 
尽 ”gtx)。 因 之 ， 整 除 《 除 尽 ) 就 成 为 两 个 多 项 式 之 冰 的 一 种 基本 
关系 。 而 且 可 以 建立 与 整数 的 整除 性 完全 平行 的 整除 理论 ， 本 节 要 
讲 的 整除 概念 及 性 质 是 以 后 几 节 的 基础 ， 要 经常 用 到 . 

定义 1 邻 1xz) 与 #(x) 是 下 上 的 任 二 多 项 式 ， 如 果 存 在 上 的 
多 项 式 h(xw) 使 

BLX) = 大 和 两 ( 
就 说 (x) 整除 g(x) ， 记 作 六 x}|gtx) 。 否 则 就 说 f(x) 不 能 整除 
ECX), 

当 玫 xz)1gCx) 时 ， 称 代 x) 是 g(x) 的 一 个 因 式 ， 而 g(x) 称 为 fx) 
的 倍 式 . 

由 这 个 定义 ， 可 以 直接 推出 关于 整除 的 一 些 基 本 福 质 ， 
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]。 营 fxylg(x), gx) lh(x), f(x) lh(x), 
事实 上 ， 由 所 给 的 条 件 得 
ECX) = TCX)BR), hx) = gx tx) 
因此 
h(x) = 1(x)g Cx h(x) 
即 
fx) [hex), 
2. Fx) |g(x)，gt%*) |f(x) 当 县 仪 当 
TX) = catX) 
其 中 ec 是 下 中 的 一 个 非 零 常 数 ， 斤 甸 话 说 ; (x) 与 s(x) 只 差 一 个 零 
次 因 式 . 
事实 上， 如 果 
1x) = cg(X) 
那么 
BX)=0 f(x) 
邑 
jx)|eCx), ecx) [f(x). 
友之， 汶 信 x)lgtx)，g(x)|f(x)， 有 
BX) = (XIBICX) 
xX) = g(XIFCX)., 
于 是 
Tix) = fx)g1t xX)fitx), 
fot1l -gf x) =0, 
若 Kx) 失 0， 则 
l]— gtx)fitx)}=0 
B1(X)f, (X= 1 
从 而 
deg BitX) Tadeg fi1( x)= 人 0 
由 紫 推 得 
51 


deg SiCX) =0, deg f1(%)=0 
这 了 就 是 说 并 (x) 是 一 个 非 零 常数 c ， 于 是 
fx) = cg(x), 
车 f(x) = 0， 由 题 设 必 有 g(x)=0， 故 
Hx} = g(X), 
3。 车 记 Cx) |f(x), h(x) gtx), Rex) | f(x) + g(x) 
事实 上 ， 由 等 式 
大 区》 = 矶 《让 gtX) = hx) gi(X) 


f(x) gx) = hx ILOX) tg)) 
即 
h(x) [f(x) + gx) 
4。 若 RCx) 111(x) 或 者 h(x)|g(x)， 则 
h(x) ftx) g(x). 
事实 上 著 jCx) fx) 即 
Fix) = Cx)f tx) 
那么 
Hx)gtx) = h(x f(g X) 
所 以 
h(tx) |f(x) g(x), 

5。 每 一 多 项 式 都 能 被 任 一 霉 次 多 项 式 ， 亦 即 F 中 的 尾 一 非 零 
常数 整除 . 

事实 上 车 ce 为 F 中 任意 非 零 党 数 ， 则 

fx) = ete f(x)) 
即 
c|f(x). 

册 以 上 性 质 可 以 看 由 ， 多 项 式 f(x) 与 它 的 任 一 个 非 零 常数 倍 
cftx) 有 相同 的 因 式 ， 也 有 相 朵 的 情 式 。 丁 之， 在 多 项 式 整除 性 的 
讨论 中 其 x) 党 币 也 可 以 用 cf(*) 来 代替 ， 
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上 上 述 性 质 与 款 数 的 整除 性 是 完全 类 但 的 ， 请 读者 在 学 习 过 程 中 
加 以 对 显 出 较 . 

如 果 RCx) 既是 并 x) 的 因 式 ， 又 是 g(x) 的 四 式 ， 则 称 R(x) 是 
(CX) 与 g(x) 的 一 个 公 因 式 。 两 个 争 项 式 了 (x) 与 g(x%) 的 公国 式 总 是 
存在 的 ， 因 为 芭 少 每 一 非 零 常数 ， 即 零 次 多项式 都 是 f(x) 与 gx) 
的 公 困 式 ， 一 般 说 来 ， 基 xy 与 g&(x) 还 有 其 他 的 公 因 式 、 在 公 因 式 中 
占有 特殊 重要 地 位 的 是 所谓 的 最 大 公 因 式 ， 

定义 2 设 dix) 是 fix) 与 f(x) 的 一 个 公 因 式 ， 若 是 dtx) 能 
被 A(x) 与 g(%) 的 每 一 个 公 因 式 整 除 ， 那 么 4(x) 叫 做 f(x%) 与 g(x) 
的 一 个 最 大 公 因 式 或 最 高 公 因 式 ， 

例如 ， 对 于 任意 多 项 式 入 x)，f(x) 就 是 f(x) 与 0 的 一 个 最 大 
公 因 式 、 特 别 地 ， 两 个 零 多 项 式 的 最 大 公 因 式 就 是 0 ， 再 有 ， 如 果 
gCX)\f(x)， 那 么 ，gtx) 就 是 了 x) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公国 式 ， 

下 面 先 证 一 个 命题 ， 它 基 下 节 用 轧 转 相 除 法 求 最 大 公 因 式 的 基 
而 ， 

”命题 若 对 fx) 与 g(x) 有 和 美式 
(x) = g(xXINCXY) + hxXY, Cli) 
那么 ，1 帮 xx) 与 g(x) 和 g(x) 与 (x) 有 相同 的 公 因 式 。 

证 明 车 以 xX) 是 g(x) 与 h《%) 的 一 个 公 因 式 即 

dtx) g(x), d(x) lh(tx), 
那么 ， 由 (12 ，x) f(x)。 这 就 是 说 ，d(x) 也 是 x) 与 gx) 的 
一 个 公 因 式 ， 

肥 过 来 ， 若 a(%*) 是 (XD) 与 g(x*) 的 一 个 公 因 式 ， 即 dx)|fx)， 

dtx)lgtx)。 那 公 ， 由 

h(x) = fx) — g(x)ut x), 
可 见 d(x)|&(x)， 这 就 是 说 d(x) 也 是 g(x) 与 h(x) 的 一 个 公 因 式 .、 天 
此 ，fj(x)，g(X) 和 g(x) 与 h(x) 有 相同 的 公 因 式 、 

由 此 可 见 ， 如 果 g(x) 与 k(x) 有 最 大 公国 式 d(x) ,那么 , dlx) 也 
就 是 x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 、 于 是 ， 洪 求 (x) 与 gx) 的 最 大 公 
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因 式 ， 只 须 求 出 g(X0) 与 htx) 的 最 大 公 因 式 . 

册 定 义 不 难 知道 ， 车 d(x) 与 (x) 都 是 x) 与 g(x) 的 最 太公 
因 式 ， 邦 么 ，d(x) = cdy(x) 。 这 样 ， 首 系数 等 于 1 的 最 大 公 因 小 
只 能 厅 一 个 ， 

以 上 公 央 式 ， 最 大 公 辕 式 的 被 念 都 是 对 两 个 多 项 式 来 说 的 ,我 
从 全 以 很 自然 的 把 这 些 概 念 推广 到 任意 多 个 多 项 式 人 (x)， jo(x)， 
于,《X) 的 情形 。 如 果 Cx) 是 天 (X20) ,fa(X}… ,f(xX) 中 每 一 多 项 式 
的 因 式 ， 则 称 玉 C(x) 是 Cx) ，jCX)， JCx) 的 一 个 从 因 式 ， 转 
别 地 ， 我 们 把 能 被 (x)， 开 (XxX)，…，f (x》 中 任意 公 因 式 整 除 的 
公 因 武 寻 人 微 志 (xX)， 六 (7),… ,f(x) 的 最 大 公 央 式 ， 

最 后 我 们 给 出 

定义 3 如 果 f(x)，f(x)}，:'-， 了 (x) 的 最 大 公 因 式 是 零 
次 多 项 式 ， 即 不 符 于 0 的 数 , 则 称 多 项 式 f (x)， fa(%) yx) 
是 互 质 的 或 互 素 的 ， 

是 然 ， 在 (Xx)，jz(x)，:…，f(Xx) 当中 有 零 次 多 项 式 时 ， 这 
个 多 项 式 一 定 是 互 质 的 。 青 如 ， 这 s 个 多 项 式 中 有 某 两 个 是 互 质 
的 .那么 这 个 多 项 式 就 也 是 瑟 质 的 。 例 如 ，x 一 1 与 x+1 是 互 质 
的 ， 从 而 x 一 1，x+1，(x~1)(x+ 1)， 这 三 个 多 项 式 也 是 互 质 的 ， 
但 是 注意 ，x+ 1 与 (x- 1)(x+》 不 是 互 质 的 ， 


练 习 二 


1， 证 明 ”车 在 多 项 式 户 (X%J， 记 (xp f(xX) 由， 只 有 一 个 
多 项 式 1 (x》 (i 是 1，2，…，s 中 的 某 一 数 ) 不 能 被 g(x) 整除 ， 
那么 ， 六 (x+ 六 (x) 十 … 二 (一定 不 能 被 gx) 整除 ， 
2。 证 明 2 产 (x) 的 充分 此 要 条 人 忻 是 x|7(x).、 
3。 证明 车 民 x)|f(x)，d(x)le(x)， 且 a(x) 是 x) 与 g(X) 
的 一 个 组 合式 ， 即 存在 4(x), vy{x) 使 
WXIftX) FF Cx)g(X) = CX) 
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则 d(x) 是 Kx) 与 80x) 的 一 个 最 大 公 因 式 。 


$ 3 带 余 除法 思 转 相 除 法 


本 节 介 绍 在 多 项 式 整除 理论 中 占有 特殊 重要 地 位 的 带 余 际 法 ， 
银 转 相 除 法 。 带 余 踪 法 是 多 项 式 整 除 理 论 的 基础 ， 到 目前 为 止 ， 还 
没有 一 种 办 法 来 判断 一 个 给 定 的 多 项 式 8(x) 是 否 能 整除 另 一 个 多 项 
式 玫 x)。 带 余 除 法 就 是 解决 这 一 问题 的 一 个 切实 可 行 的 办 法 。 轨 转 
相 队 法 解决 了 任意 两 个 多 项 让 的 最 大 公 因 式 的 存在 性 ， 同 时 提供 了 
求 出 最 大 公 因 式 的 一 个 有 效 办 法 ， 

定理 1 设 f(*%) 与 g(x) 是 FF 上 的 任意 两 个 和 多项式， 并 上 且 
gx)s0。， 那 么 ， 可 以 找到 五 上 的 两 个 多 项 式 g(%w) 与 r(x) 使 

1x) = gCXIICN) 十 下 {1) 
其 中 或 者 r(x) =0， 或 者 degr(x)<<degg(x)， 满 足以 上 条 性 的 甸 项 
式 4(%) 与 f(x) 只 有 一 对 . 
证 明 ” 先 证 定理 的 前 一 部 分 ， 
省 x)=0， 或 HX} 的 次 数 小 于 g(x) 的 深 数 、 那 么 可 取 
q(x) =0, rex) = 1x), 
现在 假定 1x) 的 次 数 不 小 于 g(x) 的 次 数 。 把 f(x) 与 g(x) 按 
* 的 降 短 写 出 ， 
fx) = GX Or Xt ao 
ECX) = bx" + bs xX i+ hx+ bo 
其 中 ，a. 寺 0，b, 志 0 站， 并 且 #4 守 mm， 


用 首 项 除 首 项 的 方法 ， 即 fx) 减 去 g(x) 与 x"-" 的 积 , 那 
么 ，1(x) 的 首 项 被 消去 ， 而 我 们 得 到 上 的 一 个 多 项 式 f(x) 1 


f(x) = f(x) 一 xX" "gx), 


人 1(x) 有 以 下 性 质 ， 或 者 人 tx) = 了 0， 吉 者 deg (x) <deg jx) , 
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如 果 产 (2 =0， 或 六 (0) 的 次 数 <gCx) 的 钦 数 ， 那 么 问题 得 证 ， 
此 时 ，r(x) = 了 (x)， qd(X) = -ex 
荐 六 (xs0， 且 六 (xx) 的 次 数 向 仍 不 小 于 g(x) 的 次 数 m， 那 


必 。， 用 同样 的 步骤 我 们 可 以 得 到 FP 上 的 一 个 多 项 式 f,(x%)， 
f(x) = f(x) ~ xntrm g(x), 


[| 


这 里 a 是 人 (x) 的 首 项 系数 .f(x) 有 也 下 性 质 ， 或 者 falx) =0， 
或 者 degl2(x) <degfi(x). 


这 样 作 下 去 ， 由 于 六 5x)， fat XX), … 的 次 数 是 递 降 的 ， 最 后 -一 
让 可 以 得 到 多 项 式 7 
je = 让 -0 ~ hr gx) 


而 了 《XxX) = 或 f(x) 的 次 数 小 于 gtx) 的 次 数 mm。 
总 起 来 ， 我 们 得 到 等 式 


f(x) — Xx" "8(x) = f(x), 


f(x) 一 x " ECX) = ft)s 


下 — x ing x) 三 天 


号 


把 这 些 等 式 加 起 来 ， 移 项 整理 得 


F(X) = EX (全 Xr" TX 于 地 


oe 
tity) + f(x), 


这 样 ， 下 上 的 多 项 式 
[a 


nl 上 一 吓 Qn 站 
qn * +p 


区 Ne 十 -一 bi 


与 
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rx) = f(x) 
满足 等 式 (1) ， 其 中 或 者 r(x) =0， 或 者 deg r(x)<deg g(%X)。 
其 次 ， 证 明定 理 的 后 一 部 分 ， 
假定 还 有 另 一 对 多 项 式 q(x) 与 r (x)， 使 
f(x) = gx) q (x) + r (x), CL) 
并 且 或 者 7 (x) =0， 或 者 deg rf (x) 过 degg(x)， 那 么 由 等 式 (1) 
减 去 等 式 (1) ’,， 得 
BX) Ca(x) — q (X= r (xX) r(x). 
车 r(x) -rlx) 霹 0， 那么 q(x) - 4 (x) 也 不 能 等 于 零 ， 这 时 等 
式 右 端的 次 数 小 于 gx) 的 次 数 ， 然 而 等 式 左 端的 次 数 将 不 小 于 g(x) 
的 次 数 ， 这 是 不 可 能 的 。 办 此 ， 必 然 有 
r{x)—r(x)=0 


从 而 

qx) — q(x)=0 
亦 即 

r(xX) = 六 区) ， 

a (x) = gq (x). 


从 上 而 证 明 中 可 以 者 出 ， 对 于 已 给 多 项 式 f (x) 与 g(x)， 求 4(X) 
号 K(x) 的 方法 就 是 中 学 代数 中 多 项 式 除 多 项 式 的 方法 ， 这 种 方法 叫 
做 带 余 除法 。 多项式 g(x) 与 r(x) 分 别 叫 做 以 gtx}) 除 jx) 所 得 的 次 
式 和 余 式 ， 

现在 很 容易 判断 ， 一 个 已 给 的 多 项 式 g(x) 是 否 能 整除 另 一 多 项 
式 了 f(x). 

车 g(x)=0， 根 据 定 义 ，g(x) 只 能 整除 零 多 项 式 .。 

者 g(x) 志 0， 由 定理 1 立即 得 到 

推论 g(x) [Hx》 当 且 仅 当 以 g (x) 除 1(x) 所 得 余 式 r(x) =0。 

值得 注意 的 是 ， 带 余 除 法 不 但 给 出 了 判定 整除 的 一 个 方法 ， 同 
时 还 说 明了 整除 性 的 一 个 重要 属性 

设 了 是 包含 下 的 一 个 较 大 的 数 域 ( 比 如 说 ， 了 是 实数 域 ,而 了 是 


3 了 


复数 域 )》 ， 此 时 ， 下 上 的 多 项 式 f(x) 与 g(x) 自然 也 是 F 上 的 多 项 
式 ， 如 果 看 做 F 上 的 多 项 式 ，f lx) 能 整除 g(x) ， 显 然 把 Kx) 与 
g(x) 看 做 F 上 的 多 项 式 时 ，f1(x) 也 能 闽 除 g(x)。 反 过 来 ， 从 F 上 看 
车 六 x) 不 能 整除 gz) 时 ， 那 各 攻 (xX) 除 glx) 所 得 余 式 r(x) 者 0， 而 
在 F 上 看 ， 由 余 式 的 唯一 性 ， 这 个 不 等 于 0 的 r(x) 也 是 f(x)》 除 
8《X) 的 余 式 ， 所 以 ， 了 x) 也 不 能 整除 g(x)。 这 就 说 明 两 个 多 项 式 之 
间 的 整除 关系 不 内 系数 域 的 护 大 而 改变 ， 
例 1 设 
(xX) = 2X4 — x+ dx — 5X+ 6, 
E(X} = Ki:— 3x+ 1, 
求 以 glx) 除 fx) 的 商 式 和 余 式 ， 
解 ” 计 算 格 式 如 下 : 


2x+— 3%3+ Xx — 5X+ 6| x 3x+ 1 
2x "60+2X xi+ 3x+11 
3X + 2X2— 5XT Bb 


9X Xi 3% 
1ix:— 8x+t+ 6 
llx*— 33x+11 

25X— 5 


所 以 ，3(x) = 2x*+3xX+11， r(x) = 25x 一 5。 由 r(x) 关 9。 说 明 
g(xX) 不 整除 1(x)。 
由 上 节 命 是 我 们 知道 ， 若 

Tx)}= g(xXIGA NX) + h(x) 
那么 ，d(x) 是 g(x) 与 h(x) 的 最 大 公 因 式 当 县 仅 当 ax) 是 jx%) 与 
gtX) 的 最 大 公 因 式 。 这 就 给 我 们 提供 了 一 个 求 最 大 公 因 式 的 线索 . 
事实 上 上 ， 对 任意 给 定 的 两 个 多 项 式 f(x} 关 0 与 g(x) 关 0 (如 果 二 者 
有 一 个 为 0 ， 那 么 ， 另 一 个 就 是 最 大 公 因 式 ) ， 而 且 不 妨 认 为 
degj(x) 之 deggtx)。 了 于是， 由 带 余 除法 ， 有 

(XX) = ECXITIX) trix), 
这 样 、 由 上 述 俞 题 求 f(x) 与 gx) 的 最 大 公 内 式 的 问题 就 等 于 求 
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stx) 与 ri(x) 的 最 大 公 因 式 的 问题 ， 这 里 g(x) 与 r(x) 的 次 数 相对 
于 原来 的 f(x) 与 s(x) 来 说 ， 是 要 低 一 些 的 。 这样 ， 对 g(x) 与 (x) 
贱 类 似 的 处 理 ， 就 把 问题 归结 为 求 次 数 更 低 些 的 一 对 多 项 式 的 最 大 
公 因 式 。 如 此 下 去 ， 完 全 可 能 求 出 x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 ， 
有 了 上 述 想法 ， 我 们 证 明 
定理 2 任 音调 个 多 项 式 ACx) 与 zx) 一 定 有 最 大 公园 式 ， 除 
一 个 零 次 因 式 外 ， 了 f(x) 与 g(x) 的 重大 公 因 式 是 叭 一 确定 的 。 这 就 
是 说 : 若 d(x) 是 (x) 与 g(xw) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 那 么 卫 中 任 
何 非 零 数 :与 4(x》 的 乘积 都 是 ， 而 且 这 样 的 乘积 恰 是 (x) 与 
Exw) 的 最 太公 因 式 。 
证 明 ” 先 证 明定 理 的 前 一 部 分 。 
才 1x} = g(x)=0， 那 么 如 前 所 知 ，0 就 是 (x) 与 gtx) 的 最 大 
公 因 式 ， 
假定 fx) 与 g(x) 不 全 等 竹 0， 比 方 说 ，g(x) 天 0， 应 用 带 余 除 
法 ， 以 g(x) 去 路 (x)， 得 商 式 q(x) 及 余 式 ri(x}， 如果 ri(x) 二 0， 
那么 , 表 以 ri(x) 除 g(xX), 得 商 式 q(x*) 及 余 式 72(x) .如果 r(x) 站 0， 
绸 以 relx) 除 r(x) ， 如 此 继续 下 去 。 因 为 余 式 的 次 数 每 次 都 要 降 
低 ， 所 以 ， 作 了 有 限 次 这 种 除法 之 后 必然 得 出 这 样 的 余 式 ri (x)， 
它 整 除 前 一 个 余 式 i-_,(x)。 这 样 我 们 得 到 一 捉 等 式 ， 
x) = g(x (XY + r(x), 
BX) = F(X GX) + rx), 
rNX) = ra XN) GX) + ra x), 
2) 
Fi alX) FE XN NX) TF x), 
FeatX}=ri1 (xX) x) tr (x) 
ri (XI) = FECXIT + CX) 
由 上 节 命 题 ，f (x)，g(x)》y g(x), Fox)s oy PilX), pici(X)s 
rt-1《x)， ri(x)， 有 有 相同 的 公 因 式 , 因为 rtx)jri-1(x)， 所 以 
r(x) 硫 是 ri-.(x) 与 F(x) 的 最 大 公 因 式 ， 从 而 r(x) 也 是 fx) 与 
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g(xX) 的 最 大 公 因 式 ， 
定理 的 后 一 论断 可 由 最 大 公 因 式 的 定义 以 及 土 节 整 除 性 质 直 氛 
推出 ，。 
我 们 不 但 证 明了 任意 两 个 多 项 式 都 有 最 大 公 因 式 ， 并 且 也 获得 
了 实际 求 出 这 样 一 个 最 天 公 因 式 的 方 潜 。 这 种 方法 叫做 软 转 相 除 
法 。 它 显然 与 对 整数 所 施行 的 辑 转 相 除 法 完全 平行 ， 
对 两 个 不 全 为 堆 的 多 项 式 fx) 与 g(x) ， 甚 设 大 会 因 式 总 是 一 
些 非 零 多 项 式 ， 当 中 首 项 系数 是 1 的 惟有 一 个 ， 我 们 把 它 记 作 : 
(jtX)，8(X)) ,如 果 并 Xx) 与 g(x) 都 是 零 多 项 式 ， 这 时 它们 的 最 大 公 
天 式 就 只 有 一 个 零 多 项 式 , 记 作 (0，0) = 0， 
例 2 设 
fx) = Xt ~ x3 — 4x2+ 4X—3 
RX) = 2X3 一 5X2 — 4X+3 
或 (jx)，g(XY),. 
对 x) 与 g(x) 施 行 握 转 租 除法 ， 为 了 避免 分 数 系数 ， 在 做 除法 
时 ， 可 以 用 FF 中 不 为 0 的 常数 去 乘 被 除 式 或 除 式 。 而且 不 仪 在 每 一 
次 除法 开始 时 可 以 这 样 做 ， 就 是 在 进行 除法 过 程 中 也 可 以 这 样 做 ， 
这 样 做 商 式 自然 会 受到 影响 ， 但 每 次 求 得 的 余 式 与 正确 的 余 式 内 能 
荤 一 个 零 次 因 式 ， 这 对 求 最 大 公园 式 是 没有 什么 关系 的 ， 
解 ”计算 格 式 如 下 ， 把 j(x) 先 履 以 2 ， 再 用 g (x) 来 除 ， 
2X4— dX — Bx BX- 6 lx Sx — dxX+3 
2 一 5x dX tIx x+1 
和 一 48 二 5X 一 总 
《 莱 以 2) 
2X1— Bx:+ 10x— 12 
2 和 一 5X2 一 4X+ 3 
一 3ox 十 1T4X 一 15 
这 样 得 到 第 一 个 余 式 ， 
F(x)= — 3xt+11x~—15 


把 g(x) 乘 以 3 ， 胃 用 ritx) 来 队 ， 
中 


6x3-- 1T5xX2 一 12X% 十 身 1 一 3 十 4 一 15 
6x3 一 28x2 二 30X | —2x— 13 
13%X7 — 442% 二 + 日 


《 潍 以 3) 


39x2 一 126X 二 27 
39x7— lB82x + 195 


-oC 


56X— 上 68 
约 去 全 因数 56 后 ， 得 出 第 二 个 余 式 


Fatx)=x—3 

再 以 r(x%) 除 ritx); 
— 3x:+t 14x— 15 区 一 3 
一 3x + 9x |[-3x+5 


即 Ptxz)]Pmxy， 所 以 PCxz) =X- 3 就 是 fx 与 攻 2 的 最 大 会 六 式 ， 


且 首 项 系数 为 T1。 故 
(fx) gtx) 二 一 了。 


关于 两 个 多 项 式 的 景 大 公 因 式 ， 有 以 下 重要 定理 ， 


定理 3 车 d(x) 是 上 和 多项式 (x) 与 gC*}) 的 一 个 最 大 公 因 


式 ， 那 必 可 以 找到 下 上 多 项 式 u(x)，yv{x》 使 


FXIINCX) ECXIVIX) = d(xX), 


证 明 车 1(x) =g(x)=0， 那么 d(x)=0， 这 时 下 上 任何 多 项 


式 都 可 以 取 作 w(x) 与 v(x)， 


和 大 罗 7， &ftx) 不 都 等 于 零 ， 不 入 假设 gtx) *D， 考察 前 面 的 等 


式 组 (2) ,由 (2) 的 倒数 第 二 个 等 式 得 . 
Fatx}— re (xX) qi x) = r(xX) 

人 心 
W(X)= 1, (x)= — q(x), 

那么 ， 上 而 的 等 式 可 以 写成 


Fea XIMICXI FFE NIV NR) = x), 


#1 


由 《2) 的 倒数 第 三 个 等 式 得 
PXT 
把 ?1(x) 的 这 个 表示 式 代 入 “3) 中 ， 并 令 
HX = TX), VX) = WK) — PXIT, XY, 
我 们 得 到 
rot XI tr XV XI = rx), 
这 样 继续 往 上 推导 ， 利 用 《27)》 中 的 等 式 最 后 得 到 
大 区) 于 克基) + BOXIULCX) = iCX). 
但 天 %) 与 gx) 的 最 大 公 因 式 d(x) 等 于 下 中 不 为 零 的 数 c 与 mx 
的 乘积 ， 
dx) = ori (x) 
央 此 ， 取 
W(X) = CHCXY, VOX) = CV (CX) 
于 是 ， 有 
TXIUCX) + BCXIVOX) = dX), 

此 定理 的 证 明 与 整数 中 关于 把 最 大公 约 数 吉 为 倍数 和 的 证 明 也 
是 完全 平行 的 ， 

例 3 设 F 上 的 多 项 式 

fx) = dx — 22 — 16x: + 5x+9, 
E(X) = 2X3— XI— SXT+4d 
求 F 上 的 多 项 式 wtx)，v(x) 使 
CFO) ECA) = IONXIUCXY + EAXIV CX), 

解 对 f(x) 与 g(x) 施 行 加 € 转 相 除 法 ， 因 为 在 求 多 项 式 W(X)， 
V(x} 时， 不仅 要 用 到 余 式 ， 同 时 也 用 到 商 式 、 所 以 ， 对 1(X) 与 g(%) 
施行 轻 转 相 除法 时 ， 不 能 象 求 最 大 公 因 式 那 样 用 卫 中 不 为 堆 的 数 乘 
被 除 式 或 除 式 ,施行 除法 的 结果 可 得 到 以 下 一 帅 等 式 ， 

jx) = gtx)*2x+(— 0x — 3xX+9), 


fat -1 时 
E(xX) = (CO— 6 3x+9)( 二 | {Xx— 1), 
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—- 6x2— 3%+9= — (x 1)(6x+9)., 


fix)s g(X))=X— 二 


Wx = -二 (x1)， VX) = 3 ( 2x7 — 2X— 3), 
定理 4 五 上 两 个 多 项 式 js)，5(x) 互 质 的 充分 必要 条 人 性 
: 存在 五 上 两 个 和 多项式 w(x)，ptx) 使 
FOR 十 EX = ]。 
证 明 必要 性 是 定理 3 的 直接 推 沦 、 
充分 性 ， 设 有 w(x) 与 v(x}) 使 
大 和 人 人 FT gtxIyCX) = 1, 
令 dx) 是 了 x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 ， 于 是 
dx) [f(x), dtx) | gtx) 


各 


从 而 
dtx)ll 
帮 d(x) 必 为 非 零 崩 数 。 所 以 ，J(x) 与 gx) 瑟 硫 。 
从 这 个 定理 可 以 推 鳃 关于 互 质 多 项 式 如 下 两 个 重要 性 质 ， 
1) 车 jx)lgtx)hntx), 有 (fx), g(x)) = 1 WW x) px)。 
事实 上 由 (x)，g(x))=1， 可 知 有 n(x) 与 YX， 和 全 
大 XI 和 十 区 (XXX = 1 
等 式 了 两边 飞 以 4， 得 
TOXINRCNY + BCXINRCXIVCNR) = (x) 
国 为 fx)1gtx)htx)， 所 以 fx) 整除 等 式 左 端 ， 即 hix}) 也 能 被 jx) 
连 除 ， | 
2) 若 jx)1gCx)， fax)|lgtx), 且 (f(x), fotx))=1， 册 
fx} fx gCx), 
事实 上 ， 由 万 (Cx)] gx 有 
gCX) = 户 (x]RKx) ep 
因为 (x)jg(%X)， 亦 即 ftx) f(x}hitx) ;又 因为 (f(x) ,了 f(x)) =1, 
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由 1》 奉 六 (xzx)|2Cx)> 基 

hx) = fx) h(x), C5) 
将 5) 代入 《4)》 得 

BEX) = 让 (区 fa x)h x) 
亦 即 

f(x) fx) glx) 

如 上 所 述 ， 利用 辊 转 相 除法 可 以 求 出 两 个 多 项 式 的 最 大 会 因 
式 ， 那 么 (>>2)》 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 是 否 也 可 以 用 辑 转 相 除 
法 来 求 呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 因 为 我 们 不 难 证 明 ， 若 dogx) 是 f(x%)， 
有 Xp 7 -2 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 那么 ， do(X) 与 fs CX) 的 最 
大 公 因 式 就 是 f(x)，fu(x)，…，f (x) 的 最 大 公 因 式 。 这 个 证 明 请 
读 痢 自己 完成 。 这 样 ，s 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 就 可 以 累 次 应 用 各 
转 相 除法 求 出 来 。 

与 两 个 和 多项式 的 情形 一 样 ， ss>2)》 个 多 项 式 的 最 大 从 因 式 也 
只 有 非 0 常数 因子 的 差别 . 于 十 ， 车 人 1(%)， f(t) , “yg fx) 不 都 
是 零 多 项 式 ， 那么 它们 的 最 大 公 因 叉 已 是 一 些 非 震 光 项 起， 我 们 用 

《下 Fatx)s rr, fx 
表示 首 系 数 为 工 的 那 人 小 最 大 公 因 式 ， 

上 上 面 关 于 两 个 多 项 式 所 证 明 的 定理 3 和 定理 4 ， 都 可 以 推广 到 
s (s 盖 2) 个 多 项 式 的 情形 . 

最 后 ，、 再 明确 一 个 问题 ， 我 们 已 经 指出 ， 两 个 多 项 式 的 较 除 关 
系 不 因 系 数 域 的 扩大 而 改变 。 这 是 因为 带 余 除法 中 的 商 式 和 人 杂 式 是 
不 随 系 数 域 的 扩大 而 改变 的 。 我 们 知道 ， 最 大 公 因 式 可 以 用 辊 转 相 
除尘 求 出 ， 而 辊 转 相 除法 就 是 作 一 系 独 的 带 余 除 法 。 因 而 在 回转 相 
除法 中 得 到 的 最 后 那个 不 为 零 的 余 式 ritx)〔 它 就 是 景 大 公 因 式 ， 
而 且 ， 每 一 个 最 大 公 固 式 都 是 它 的 非 零 常 数 倍 ) 是 不 随 系数 域 的 扩 
大 面 改 变 的 ， 这 样 ， 我 们 就 有 以 下 事实 ，; 

车 下 是 一 个 比 F 大 的 激 域 ，F 上 的 两 个 多 项 式 f{x)，g(x) 也 
可 以 看 做 上 的 多 项 式 ， 设 d(x) 是 了 (x)，g(x) 看 艇 F 上 的 多 项 式 

和 


的 最 大 公 因 式 ，dfx) 是 1(x) 与 g(x) 看 做 FP 上 的 多项式 时 的 最 大 公 
因 式 ， 那 么 

d{x) = cdlx) 
其 中 < 是 正中 不 为 0 的 数 ， 这 就 说 明 系 数 域 忆 扩大 到 下 上 时， 并 x) 与 
gx 的 最 大 公 因 式 没 有 本 质 二 的 改变 。 这 样 一 来 ， 多 项 式 的 互 质 关 
系 ， 当 然 也 不 会 随 系 数 域 的 扩大 而 改变 。 

还 息 注 意 一 点 ， 例 如 ， 有 两 个 多 项 式 

fx) = x 3xt— 2x+6, 

BE(X) = XI + Xi LX 2, 
这 两 个 多 项 式 既 可 以 看 做 有 理 数 域 上 的 多 项 式 ， 又 可 以 看 做 是 实数 
域 上 的 多 项 式 。 不 论 在 哪 全 数 域 上 上 看， 总 者 

(fix}, ECX)) MX 一 22。 
但 是 ， 在 有 理 数 域 上 汕 时 ，x’? 一 2 没有 一 次 因 式 ， 即 1x) 与 g(x) 没 
有 一 次 公 因 式 ; 而 在 实数 域 上 看 了 时， 显然 ，x-v 2 了，x+w 2 部 是 
1(xX) 与 g(x) 的 公 因 式 。 因 此 ， 在 系数 域 扩 大 后 ，fx) 与 SCx) 获得 
了 原来 没有 的 本 质 上 不 同 的 公 因 式 。 


练 可 三 
1， 求 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 ， 


C1 fx) =xt+x x — dx— 1, 
gCXY = Xr xi x 1. 
C2 Hx} =xt— dx +1, 
B(X) = xX — 3x 十 二 
2。 求 wtx)，Wx)， 使 
下 区 7 + g(xIVCR) = (fx) EX) 
(C1) fx)= x Xi Xx- dx- 2, 
BS(XI = + x Dx— 2 
C2) fox) = dx — Dx 16x7 + HX +9, 
#5 


BOX) = D3 — Xi — BX d; 

3。j(x)，g{x) 互 质 的 充分 必要 条 忻 是 对 任意 多 项 式 p(x)， 者 

有 hitx》、KkLx) 使 
Rix)ftx) + RxIgCX) = mtx), 

4， 证明 荣 (Cx)， gx)=1， 则 (xy g(xX")) =1, 
{m2 1)., 

5。 证明 Cx)h(x), g(xIhex)) = (F(x), ECXIOINCX). 

6。 证 上 明 车 (x),， gtx) =1， (f(x), h(x})=1 则 (f(x)， 
gCXINCXY) = 1, 


$ 4 多 项 式 的 人 因 式 分 解 


正如 整数 可 以 分 解 为 质数 的 梁 积 一 样 ， 多 项 式 也 可 以 分 解 成 
“ 质 ” 多 项 式 的 丧 积 ， 这 一 节 我 们 就 来 讨论 多 项 式 的 因 式 分 解 问 
题 。 在 中 学 代数 里 我 们 学 过 一 些 具体 的 方法 ， 把 一 个 多 项 式 分 解 为 
不 能 再 分 的 因 式 的 乘积 。 但 那 果 并 没有 深入 地 讨论 这 个 问题 。 那 里 
所 谓 不 能 再 分 ， 常 常 只 是 指 我 们 自己 看 不 出 怎样 再 分 下 去 的 意思 ， 
并 没有 严格 论证 它们 确实 不 能 再 分 。 所谓 不 能 再 分 ， 其 实 不 是 绝对 
的 ， 而 是 相对 于 系数 所 在 的 数 域 而 言 的 。 在 有 理 数 域 上 ， 把 x*--4 
分 解 为 
X4 4= (x — 2)(x + 2) 
的 形式 就 不 能 再 分 了 。 但 在 实数 域 上 ， 就 可 以 进一步 分 解 成 
Xt— d= (xX— v2) Xt 2 txt+2) 
而 在 复数 域 上 、 还 可 以 更 进一步 分 解 成 
Xd= XO) x DNR- DXt 2i)。 
可 见 必 须 明确 系数 所 在 的 域 后 ， 所 谓 不 能 青 分 才 有 确切 的 含义 。 因 
此 ， 我 们 首先 应 该 明确 规定 不 可 约 多 项 式 这 一 概念 ， 它 祖 当 于 整数 
中 的 质数 、 
定义 ] 邻 了 (x) 是 FF 上 的 一 个 次 数 之 1 的 和 多项式， 如 泉 站 (x) 
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不 能 囊 成 〈 短 于 ) 两 个 次 数 比 它 低 的 了 上 的 多 项 式 的 乘积 ， 则 称 
了 (x) 是 在 F 上 不 可 约 的 ; 否则 ， 称 f(x) 是 在 了 上 可 约 的 。 

按 恨 定义 ， 对 于 零 多 项 式 与 零 次 多 项 式 我 们 既 不 能 说 它们 是 不 
可 约 的 ， 也 不 能 说 它们 是 可 约 的 。 这 些 多 项 式 与 整数 中 的 零 与 圭 1 
占有 相同 的 地 位 ， 六 为 0 与 1 嗓 不 算是 质数 ， 也 不 等 是 合 数 ， 

显然 ， 按 定义 ， 一 次 多 项 式 是 不 可 约 的， 正如 上 面 所 指出 的 ， 
x 一 2 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 ,而 在 实数 域 上 就 是 可 约 的 ,这 说 明 
多 项 式 的 可 约 性 这 一 概念 与 以 前 的 整除 、 最 大 公 因 式 、 互 质 等 概念 
不 同 ， 它 是 依赖 于 系数 域 的 ， 这 是 必须 其 瑞 的 ， 

由 定义 可 以 明显 看 出 ， 不 可 约 多 项 式 p(x) 的 因 式 只 有 不 等 于 零 
的 数 ctc 三 0) 和 它 自身 与 c 的 乘积 cp(x)(c 半 9) 《这 两 种 因 式 叫 当 
然 因 式 ) ， 此 外 再 没有 了 。 反 过 来 ， 只 有 当然 因 式 的 次 数 实 1 的 多 
珊 式 了 世 一 定 是 不 可 约 的 。 由 此 可 以 看 出 不 可 约 多 项 式 的 一 个 篇 革 性 
质 ， 若 ptx) 是 不 可 约 的 ， 那 么 ， 它 与 任 一 多 项 式 f(x) 只 可 能 有 两 
种 关系 ， 或 者 pCx) |1(x) 或 者 (p(x) ,f(x)) = 1， 事 实 上 ， 若 (DCx)， 
f(x)) = ex， 那么 dx) 或 者 是 1 或 者 是 cp(x})(c 寺 0， 且 酝 cptx}) 的 
首 项 系数 为 1) 当 dx)=cep(lx) 时 ,就 有 pCx) f(x)， 

下 面 我 从 证 明 不 可 约 多 项 式 的 一 个 重要 性 质 ， 

命题 ”如果 p(x) 是 不 可 约 多 项 式 ， 那 么 ， 对 任意 两 个 多 项 式 
了 (Xx) 与 g(%) 的 积 f (x)g(x)， 由 CX)|1 (x)g(%x)， 一 定 可 以 推出 
Pw)| f(x) 或 者 p(w)| g(x*). 

证 明 如 果 plx) [f(x}， 那 么 结论 已 经 成 立 ， 

如 果 p(x) 不 收 除 1(x)， 那 必 必 有 Cptx)，f(x)) = 1。 于 是 ， 由 
上 节 性 质 1 即 得 pCx) |g(x)， 

利用 数学 归结 法 ， 这 个 命题 可 以 推广 到 任意 多 个 多 项 式 的 乘积 
的 情形 。 

推论 。” 设 ptx) 是 不 可 约 的 ， 如 果 PCx)| 广 人 x) 户 (xx) 刚 
px)| 某 一 了 (x)。 

由 此 可 以 证 明 这 一 章 的 主要 定理 ， 
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因 式 分 解 唯一 性 定理 了 上 的 每 一 个 #(# 之 1) 次 多 项 式 f(x) 都 
可 以 唯一 地 分 解 成 上 不 可 钓 多 项 式 的 梁 积 。 所 谓 唯 一 性 是 说 ， 如 
果 有 两 个 这 样 的 分 解 式 ， 
f(x) = pAXIDANA) D(X) 
= X92 Xx) (CX), 
那么 必 有 := 1， 并 县 适当 排列 因 式 的 次 序 后 有 
DX = CG CR) 11, 2, 3, 
其 中 c,(i=1，2，:…*，8J 是 下 里 一 些 不 等 于 零 的 数 . 
证 明 “” 先 证 分 解 沁 的 存在 。 我 们 对 x) 的 次 数 作 数学 扫 纳 
法 。 
当 n= 1 时 ，J(x) 是 不 可 约 的 ， 故 定理 成 立 。 假设 定理 的 结论 对 
次 数 构 于 n 的 多 项 式 成 立 。 去 证 对 nn 次 多 项 式 f(x) 分 解 式 是 存在 
的 。 如果 f%) 不 可 的 ， 结 论 自然 成 立 。， 若 1(x) 可 约 ， 划 有 
fx) = (x)f(x), 
其 中 凑 (x)}，fa(*0) 的 砍 数 都 低 寺 闪 x)} 的 次 数 n 。 由 归纳 假设 ， 了 (x) 
与 f(xX) 都 可 以 分 解 成 上 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 。 把 这 两 个 习 积 
筠 起 来 就 得 到 fx) 的 一 个 分 解 式 。 由 第 二 数学 归纳 法 原理 ， 定 理 
的 综 论 成 立 ， 即 了 上 的 任何 一 个 次 数 之 1 的 多 项 式 都 能 分 解 成 PF 上 
不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 


再 证 唯一 性 ， 设 
fx = PIONXIPI XY Ds (CX) 
= XI TX) XY, C1) 


其 中 pi Cx)，g; Cx)(=12, 呈 ,3 j=1，2,"…,f) 都 是 不 可 约 的 。 
我 们 对 (x) 的 次 数 n 作 数 学 归纳 法 ， 显 然 ， 当 = 1 时 定理 结 
论 成 立 ， 假 设 对 于 次 数 低 于 f(x)》 的 次 数 # 的 多 项 式 唯一 性 已 证 
由 (1) 有 p(x)1qi(x}qs(x)…qi,(x)， 所 以 由 本 节 命 题 的 推 
论 ，pi(x) 必 台 除 其 中 的 一 个 ,不妨 设 
pitx) q(x), 
因为 qi(x) 也是 不 可 约 多 项 式 ， 故 有 


d% 


Pi(X) = O91(X), 
于 是 ， 把 px) = cigitx) 代入 (1)》 式 ， 风 有 
CHL (KI PAXRY DX) = GNI GN) (XY, 
把 上 式 两 边 的 g(x) 消 过 ,得 
CPaACXI Ps CX) = aX XY), Cu) 
而 《+#+) 臣 中 的 多 项 式 次 数 二 am 。 所 及 由 归纳 法 假设 ， 有 
s—-1=1-1, EB]Ts=1, 
并 且 适 当 排 询 因 式 的 次 序 之 后 ， 有 
DitX) = Cg (NX) i=2, + 58), 
综 上 所 述 ， 即 得 ， 
$= tHpi(x)=c9.(X) 2 
这 斌 证 明了 分 解 的 唯一 性 ， 

在 多 项 式 fx) 的 分 解 式 中 ， 可 以 把 每 一 个 不 可 约 因 式 的 首 项 
系数 提出 来 ， 使 它们 成 为 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 再 把 分 解 式 中 相 
同 的 不 可 约 因 式 (如 果 有 的 话 ) 合并 在 一 起 ， 这 样 f(x) 的 分 解 式 成 
为 

其 2 = aop™ (Xp (CX) pr (X), (2) 
其 中 o 是 f(x) 的 首 项 系数 ，pi(x)，pz(x)，…，p; (x) 是 不 同 的 普 
项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， fn1，m2，…,m ;是 正 整 数 ， 这 种 分 解 
式 称 为 标准 分 解 式 ， 
最 后 ， 利 用 标准 分 解 式 来 说 明 两 个 问题 ， 
(一 ) 设 (x) 有 标准 分 和 解 式 如 (2) ， 
TK) = A0DT: (XID2 "2 CX pr rx), 
那么 多 项 式 gx) 是 fA(%*) 的 因 式 当 且 仪 当 
gCX) = bopit (XI p22 (Xx) pr LX), (3) 
其 中 bo 为 g(x) 的 首 项 系数 ，0 1 sm ti= 1 2，*…，r)， 
事实 上 ， 充 分 性 是 明显 的 ， 现 在 假设 g(x) 是 f(x) 的 因 式 ， 即 
TX) = g(xIh XxX}, 
这 样 ， 把 g(%) 与 (Xx) 的 分 解 式 结合 在 一 起 就 是 f(x) 的 分 解 式 。 册 
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分 解 唯 一 性 定理 ， 可 知 g(x) 的 分 解 式 中 不 会 出 现 p(x)， paGx)， 
…， 了 Br:(x) 以 外 的 不 可 约 为 式 ， 而 且 当 中 含有 p;(x) 的 个 数 决 不 会 
超 进 六 ,个 ， 故 g() 必 能 写成 《3》 的 样 千 ， 

(二 ) 如 果 已 知 和 多项式 f(x*) 与 g(x*) 的 标准 分 解 式 ， 那 么 可 以 
直接 写 出 它们 的 最 大 公园 式 ， 

设 1(x) 广 g(x) 的 标准 分 解 式 中 有 个 相同 的 不 可 约 因 式 : 

fx) = aopi! XIPT2 CNX) pI (XY Gl CX)" (x), 
gCX) = bopl! (XIpYs Cx) pt (x) gtx) ee 91:(X), 
其 中 每 一 g , (Xx) (i=t+1,…,7) 不 等 于 任何 9 (x) (j=t+1，…，s)， 
令 i 是 mm; 与 n;(i=1，2，,，…, 人 两 个 正 整 数 中 较 小 的 一 个 ， 那 么 
d(x) = pi (Xp (x) tCX) 
就 是 f(x 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 

事实 上 ，d(x) 显 然 是 fx) 与 g(x) 的 一 个 公 因 式 。 车 dx) 是 
fx) 与 g(x) 的 任 一 个 公 因 式 ， 那 么 由 前 述 可 知 ，d(x) 的 分 解 式 中 
既 不 能 出 现任 何 9; (xz)， 也 不 能 出 现任 何 4 ;(x)， 当 中 只 能 含有 
BP.《Xx) 之 中 的 茶几 全 ， 面 且 含有 p,(x) 的 个 数 不 能 超过 1，， 因 此 
dtx) Ex)， 这 就 说 明 G(xy 是 fx) 与 gz) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 

若是 fx) 与 g(x) 的 标准 分 解 式 中 没有 相同 的 不 可 约 因 式 ， 那 
人 么 显然 是 fx) 与 g(x) 互 质 。 

上 述 利 用 标准 分 解 式 求 因 式 ， 景 大 公 因 式 的 方法 不 能 代替 带 余 
除法 与 思 转 相 除 法 。 因 为 在 一 般 情况 下 我 们 没有 实际 分 解 一 个 多 项 
式 为 不 可 约 因 式 的 乘积 的 方法 。 即 使 要 判断 一 个 多 项 式 是 次 可 约 一 
般 都 是 很 困难 的 ， 


练 习 四 


1。 役 六 Xx) 是 F 上 次 数 之 1 的 多 项 式 ， 证 明 j{x) 的 除 零 次 以 外 
的 次 数 最 小 的 因 式 必 是 不 可 约 的 . 
32。 设 p(x) 是 数 域 F 上 的 次 数 >>0 的 多 项 式 ， 如 果 对 F 上 的 
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任意 两 个 多 项 式 fx}，g(x)， 车 plx)|jCx)gtx)， 则 有 p(x) 1 了 (x) 
或 者 p(x)1g(X)， 那 么 ptx) 是 F 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

3。 证 明 车 (f(x)， gCx))=1, 网 (Cex), fx) + g(x)) 
= 1]、， 


35 重 因 式 


车 1x) 有 标准 分 解 式 为 
FOxX) = opil CXIDY2 (CX) pT x), 

那么 可 以 君 出 ， 不 可 约 因 式 p;(x) 在 分 解 式 中 恰好 出 现 m; 次 《 即 
分 解 式 中 怡 好 含有 芭 ; 个 Pitx))。 由 此 可 得 pf (x) [f(x} ， 和 但 
是 pr 1 '(x) 不 整除 f(x)， 反 过 来 ， 如 果 对 不 可 约 多 项 式 p(x)， 
p(X)1f(x)， 但 是 pi+1(x) 不 整除 f(x)， 那 么 pCx) 就 恰好 在 f(x) 
的 分 解 式 中 出 现 天 次 。 自然 的 ， 如 果 在 fx) 的 分 解 式 中 没有 重 贫 
时 现 的 不 二 约 因 式 ( 椰 每 个 不 可 约 过 式 都 恰好 出 现 一 次 ) ， 这 样 的 
1(x) 可 以 认为 是 比较 简单 的 ， 昌 然 我 们 没有 一 般 的 方法 求 出 一 个 多 
项 式 的 标准 分 解 式 ， 但 是 我 们 有 方法 来 判断 一 个 多 项 式 的 分 解 式 中 
有 没有 重复 出 现 的 不 可 约 因 式 及 重复 的 次 数 ， 并 且 在 有 重复 出 现 的 
不 可 约 因 式 的 情况 下 ， 把 这 一 “多 亚 式 的 研究 内 结 为 没有 重复 出 现 的 
不 可 约 因 式 的 多 项 式 的 研究 ， 

下 面 先 明确 两 个 概念 ， 

定义 1 设 六 %w) 为 不 可 约 和 多项式。 如果 p:(x)|f(x), 而 
p "(x) 不 整除 fx)， 则 称 P(x) 是 f(x) 的 天 重 因 式 。 

定义 中 的 可 以 是 任何 非 负 整 数 ， 如 果 上 =0、 那 么 p(x) 枢 本 
不 是 所 x) 的 不 可 约 因 式 ， 如 果 尺 = 1， 则 称 pCx) 是 fx 的 单 因 式 | 
如 果 F>1， 则 称 p(x) 是 1x) 的 重 因 式 ， 称 为 p(x) 存 f(x) 中 的 重 
数 ， 

定 尺 2 车 

1x) = q0X + Ox" +t dr Xi + X+ dy 
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是 了 上 的 多 项 式 ， 
f(x}= HA0x" :+ (n= ox iI ++ 0+) 
叫做 f(x) 的 一 阶 导 式 《或 导数 ) ,特别 地 ， 芍 次 多 项 式 及 零 多 项 式 
的 导 式 是 零 ， 
自然 地 ， 导 式 的 如 此 定义 方法 来 源 于 数学 分 析 . 在 数学 分 林 
里 ， 范 数 的 导数 禾 念 伐 赖 于 实数 域 的 连续 性， 而 一 般 数 域 并 不 具有 
实数 那样 的 连续 性 ， 因 此 数学 分 析 中 的 导数 定 祥 对 于 任意 数 域 上 的 
多 项 式 来 说 不 得 适用 ， 从 而 我 们 有 必要 如 定义 2 那样 来 定义 多 项 式 
的 导 去 .不 过 按 数 学 分 析 的 习 稚 我 们 把 导 式 还 中 做 导数 。 并 且 把 
1x) 的 导数 六 (的 导数 间伐 区) 的 二 阶 导 数 ， 记 作 产 (x)5 fCx) 
的 导数 蔬 艇 f(x) 的 三 阶 导数 ， 记 作 了 "(x) 等 等 在 这 个 意义 下 
六 (x) 间 做 f(x》 的 一 阶 导数 .一 般 地 ，f(x) 的 天 阶 导数 也 记 作 
f(x) 
概 蚀 以 上 定义 不 难 证 明 ， 熟 知 的 关于 和 和 与 积 的 导数 公式 仍然 成 
YY 
[FOX + BCX)I = (Cx) + g(x). C1) 
Cf lx) gtx) = fx)g’ C(x) 十 了 (x) g(x). (2) 
《1) 与 (2) 式 不 难 推广 到 任意 个 多 项 式 的 情形 . 
特别 地 久 下 等 式 成 立 : 
Cf 2000 = kf (Cx) (x), 3) 
定理 ”如果 p(x) 是 f(x) 的 一 个 惧 ( 尖 1) 重 不 可 钒 因 式 ， 那 必 
zx) 是 Fw) 的 导数 (x) 的 天 -1 重 因 式 。 特别 地 ，J(x}) 的 单 因 式 
不 是 jw) 的 因 式 。 
证 明 因为 p(x) 是 jx) 的 点 重 因 式 ， 所 以 
x) = p(x) g(x), 
并 且 p(x}) 不 整除 g(x)。 求 f(x 的 导数 ， 得 
jCx) = prix)g’ (x) +t Kp- (x)p’ (x)e(x) 
= p(x)Cptx)g’ (x) + kp’ {xg(x)) 
P(x) 不 能 整除 括号 悍 的 第 二 项， 事实 上 , ptx) 的 次 数 ， 因 而 
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Kp/ (Xx) 的 深 数 低 于 pC 的 次 数 ， 所 以 pl) 不 能 整除 p(x); 又 由 已 
知 的 条 件 pCx) 不 能 整除 g(x)。 因 此 ， 根 据 上 节 命 题 ，p(x) 不 能 整除 
乘积 kr'(x)gtx)。 但 p(x) 能 整除 括号 里 的 第 一 项 ， 因 此 plx) 不 能 
整除 括号 里 的 和 。 这 就 是 说 ，p(x) 是 (x) 的 -1 重 因 式 ， 

推论 1 ”如 果 不 可 约 多 项 式 ptx} 是 f(xw) 的 有 重 估 式 ， 那 必 
P(X) 是 fx)， 玫 (XR)， 了 YC%) ,下 ， :中 (xX) 的 因 式 ， 但 不 是 
"(x) 的 因 式 . 

根据 定理 ， 对 天 作 数学 归纳 法 即 得 ， 

推论 2 ”不 可 的 多 项 式 p(x) 是 Fw) 的 重 因 式 当 且 仅 当 p(x*) 
是 fx) 与 f(x) 的 公 因 式 ， 

事实 上 ，f(*%) 的 重 因 式 必 是 f' (x) 的 因 式 ， 因 而 是 fx) 与 (x) 
的 公 因 式 。 反 之 ， 了 x) 与 f(x}) 的 不 可 约 公 因 式 ， 它 是 fx) 的 一 个 
因 式 而 决 不 会 基 单 因 式 ， 

推论 3 多 项 式 A(x) 没有 重 因 式 当 且 仅 当 f(x) 与 f'(xw) 巨 
质 。 

这 个 推论 给 予 一 个 判断 多 项 式 有 无 重 因 式 的 实际 方法 ， 即 通过 
初等 的 代数 运算 一 一 驾 转 相 除 法 便 可 解决 问题 。 不 仅 如 此 ， 由 于 铬 
项 式 的 导数 以 及 两 个 多 项 式 互 质 与 否 的 事实 在 由 数 域 王 过 渡 到 较 大 
的 数 域 下 时 都 无 改变 ， 所 以 可 得 以 下 结论 ; 

设 fx) 是 上 的 多 项 式 ，FP 是 比 F 较 大 的 数 域 ， 如 果 f(x) 在 
FP 上 没有 重 因 式 ， 那 么 把 fx》 看 艇 FF 上 的 多 项 式 ， 它 也 没有 重 因 
式 ， 

下 而 我 们 来 介绍 分 离 重 因 式 法 。 用 分 离 重 因 式 法 可 以 把 有 重 因 
式 的 多 项 式 (x) 的 问题 的 研究 化 为 若干 个 没有 重 因 式 的 多 项 式 问 
题 的 研究 ， 

假定 用 上 述 方法 已 经 断定 f(x) 有 重 因 式 ， 因 此 了 (x) 与 f(x) 的 
最 大 公 因 式 (x) 关 1。 令 fx 有 标准 分 解 式 为 

fx} = qopTt CXIpT2 (Cx) per (x) 
内 定理 


jx) = pr ix pe CR) pT (XIB(X), 
此 村 g(x) 不 能 被 任何 p; (XxX) C= 1，2，…，7r) 整 除 。 于 是 易 知 ， 
dx) = pri (XIpI1 (XI pr -1 Xx). 
用 d(x) 除 x) 得 
fx) 
d(x 
这 样 我 们 得 到 一 个 没有 重 因 式 的 多 项 式 h(x) ， 并且 不 计 重 数 ， 
hx) 与 f(x) 合 有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 。 因 此， 欲求 f(x) 的 不 可 
约 因 式 ， 只 需求 及 (x) 的 不 可 约 因 式 。 由 于 和 (Cx) 的 次 数 惰 于 了 (x) 
的 次 数 ， 所 以 htx) 的 不 可 约 因 式 可 能 比较 容易 求 得 。 如 果 已 经 知 
道 K(x) 的 一 个 不 可 约 因 式 ， 那 么 就 不 难 类 定 它 在 六 x) 中 的 重 数 ， 
这 只 须 应 用 带 余 除 法 即 可 计算 出 来 ， 
进一步 ,我 们 还 可 以 把 f(x) 的 有 相同 重 数 的 因 式 ， 从 f(x) 的 
分 解 式 中 分 离 出 来 。 为 此 ， 设 在 f(x〉 的 标准 分 解 式 中 ， 因 式 的 最 
高 重 数 为 s，s>1。 令 Fi(x) 为 fx) 的 一 切 单 因 式 的 有 冬 积 ，Fzs(x) 为 
tx) 的 一 切 二 重 因 式 的 飞 积 , 但 是 每 一 因 式 上 只 到 一 次 ; 这 样 下 去 ， 
最 后 令 FE (xX) 为 攻 2) 的 一 切 s 重 因 式 的 乘积 ， 也 是 每 一 因 式 只 取 一 
次 。 如 果 1(x) 没 有 某 一 重 数 j 的 因 式 ， 那 么 令 P;{x) = 1。 于 是 f(x) 
的 分 解 式 可 以 写成 以 下 形式 ， 
{XxX) = qoF (XI)PI (Xx): P(x), 
而 1X) 与 1 (X) 的 最 二 公 因 式 d(x) 的 分 解 式 可 以 写成 ， 
d(x) = Ftx)FI(X) FF: (Xx), 
令 dxtx) 是 d(x) 与 其 导数 d(x) 的 最 大 公 因 式 ， 一 般 令 d,(x} 是 
4,-1(x) 与 其 导数 d,-,(x) 的 最 大 公 因 式 ， 那 么 同样 可 得 一 申 等 式 ， 
dx) = Ft XIFPI CX) :FE (x), 
dx) = Pal x)FiCx) FT (x), 


-= h(x) = ap (xX) px) pr (XY), 


d,_1(X) = ,tx), 
dd,tx)= 1, 


再 令 


he (0) =- = aoP Cx) F(x) .FR, (x), 


= Fatx}Patx) uP. (X), 


HRCx) = :xX) - 
sx) 


站 ,YX 


h(x) = C—O ~ dcx) =F,(x), 
从 此 粳 可 得 出 
RX) 天 X) 
FAO me FT x 
F,(x)=h,(x)., 


这 样 就 把 所 有 的 F;{x) 都 求 出 来 了 、 

上 面 求 出 的 下 :Cx) i= 1,2，…，8) 都 没有 重 因 式 ，P ;人 x){i= 1， 
2，…，5) 的 所 有 不 可 约 因 式 恰 是 f(x) 的 所 有 守重 因 式 。 于 是 ， 只 
要 能 把 每 一 Fi(x) 的 不 可 约 因 式 都 求 出 来 ， 我 们 就 知道 了 了 (x) 的 一 
切 不 可 约 因 式 及 其 应 有 的 重 数 。 这 种 求 Fi(x) 的 方法 吗 做 分 离 趴 因 
式 法 。 显然， 这 种 方法 是 比较 麻 炬 的 ， 但 这 主要 是 反复 做 带 余 踪 法 
就 是 了 ， 因 之 它 还 是 行 之 有 效 的 方法 。 它 的 优点 是 ;无须 知 道 不 可 
约 因 式 是 什么 ， 就 能 决定 其 应 有 的 重 数 ， 其 次 ，F:(x) 的 次 数 一 般 
低 于 h(x) 的 次 数 ， 因 而 求 Pi(x) 的 不 可 约 因 式 可 能 更 容易 些 ， 青 
次 ， 只 要 求 得 FP, (x) 的 一 个 不 可 约 因 式 ， 就 知道 它 在 f(x) 中 的 重 
数 必 为 i ， 面 不 必 再 去 计算 ， 当然 、F, (x) 的 不 可 约 因 式 也 是 不 一 
定 能 够 求 出 的 ， 因 此 用 分 离 重 因 式 法 不 一 定 能 求 出 jx) 的 标准 分 
解 式 . | 

例 ”分离 有 理 数 域 上 的 多 项 式 

(XxX) = x ~ 10x3 — 20x:— 15x—4 
的 重 因 式 。 
解 ”f(x}) 的 导数 是 
1 (x) = Bx — 30X: — 40x — 15, 
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我 们 依次 求 得 
d(x) = (fx) fF CX =X + XT+3x+ 1, 
dx) = Cd XY, di (CK) =X + K+ 1, 
datx) = (dX), T(x))=X+1, 
tx) = {dat x Ox)) = 1, 


于 是 
W(x) = fe = x 3x- 4, 
h(xX) = St = XxX+1, 
d(x) 
da (x) 
hatx) = oy =x+1, 
ha(x) = -tx) -x+1。 
d(x) 
从 此 得 出 
_ hx) 
F(X) = hay 三 % 一 半 ， 
hatx) _ 
Fa(X) = hx) 二 1， 


FatX) = hd) - =% 1 
这 样 。f(x) 有 一 个 单 因 式 Y- 4， 及 一 个 四 重 因 式 x+1， 而 没有 二 
重 及 三 重 因 式 。 所 以 
T(x) = (X dx+ 1)4, 
下 面 把 例 中 的 具体 计算 写 出 来 ， 
先 求 d(x}， 为 了 避免 分 数 ， 以 二 5 科 扩 (x) 后 ， 再 做 除法 ， 
Xx — 10x*— 20x:— 15x—4 i GX — HX—3 
xX — GX — Bx 3x x 
— x3 — 12x7— 12x— 4d 
第 一 余 式 nz) = -42 128- 12x- 和 以 二 乘 之 ， 青 做 除法 ， 
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和 — bx:— 8X—3 | x+3x2+3x 上 ] 
Xt SX 3 好 十 区 | x3 
-3X ~— x: — 9X—3 
-30x x3 
0 
这 说 明 x(x)17' (x)， 即 
dx) = 3x + 3X 二]， 
求 dx); d(x) = 3x7+ BX+t 3, 以 3 好 之 ， 再 做 除法 。 
xX? 3X + 3X+ 1 | x:+ 2x+1 
2 十 2X2 十 区 EE 
2 二 2 十 
tx+1| 
0 
Bh dx) ld tx), FD dx) = + Ix+ 1, 
求 Gs(x); ds'(x) = 2x+2, 以 序 融 之 ， 再 做 除法 。 此 处 明显 的 
， 可 以 媳 出 ，ds' (x} d(x)， 所 以 
d(x) = 证 1。 
求 d(x)? 四 (Cx) = 1， 所 以 G4CxX) = (ds(x}, dy (Cx)) = 1, 
综 上 所 述 ， 就 得 
di(x) = {Tx), f(x)) =xi+ x+ 3xt+1, 
di(%) = (d(x), di (XY)) = x toxt+1, 
dt) = Ctx), da (RI) =Xt+1, 
dx) = (A(x), dy' (x)) = 1, 
已 下 于 有 ; (Xx) (= 1， 2 3,4)。. 这 里 只 有 Fix) 和 需要 具体 计算 一 下 ,前 
Ratx) atx) halx) 都 明显 地 可 以 看 出 来 .当然 ,上 面 的 d(x) = Xi 十 
2x+ 1 也 是 可 以 观察 出 来 的 ， 


练 习 五 


1， 判 断 下 列 多 项 式 有 无 重 因 式 ， 如 果 有 ， 试 求 出 重 数 . 
C1) fx) = x ~ 10x— 20x2— 15x — 4 
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Co) flix) = 和 ~5xdT+T7X3 一 2X2+T4 一 8 
2。 问 @ ， 鼎 应 满足 人 御 么 条 忻 ， 下 列 的 有 理 系 数 多 项 式 才 能 有 
重 因 式 ， 
C1) 2x3+30x 十 了; : 
(C2) xt+ 4ax+b, 
3。 证明 有 有理 系 数 多 项 式 
x 


到 
f(x) = 十 区 于- + 十- 一 
2 1 ni! 


没有 重 因 式 ， 
4。 利 用 分 高 下 因 式 方法 求 于 列 多 项 式 的 标准 分 解 式 。 
《172 站 一 10x3 一 20x 一 15X 一 4， 
(C2) x ~— Bxti+ Ox — 24x2+ 20x— 8. 


3 6 多 项 式 的 根 


多 项 式 的 整除 理论 与 多 项 式 的 根 有 密切 的 联系 。 后 者 是 多 项 式 
理论 中 的 一 个 主要 讨论 对 象 。 本 节 介 绍 多 项 式 根 药 概 念 和 基本 性 
质 ， 

设 数 域 上 的 多 项 式 

fx) =a0x" + OX + Fa x+a, C1) 
其 中 a;(i= 0，1，…，P) 是 数 域 F 中 的 数 ，n 为 非 负 整数 ， 击 x 我 
们 曾经 把 它 叫 化 “可 运算 的 符号 ”。 介 么 叫 可 运算 的 符号 呢 ? 实际 
含意 是 它 可 以 具体 化 为 任何 一 个 数学 对 象 《〈 例 如 下 中 的 数 ) ， 使 多 
项 式 《1》 中 的 每 一 运算 符 号 【《 例 如 ，x 表示 三 个 x 自 洁 ; ax 
表示 x 与 中 的 数 a.-, 相 乘 ! gqox" +ax" : 表示 两 个 积 aox” 与 
x” ' 相 加 》 有 意义 ， 从 而 使 表达 式 (1) 具有 确定 的 意义 。 例 
如 ,让 x 具体 化 为 F 中 一 个 确定 的 数 c， 即 令 x=c ， 那 么 《1) 
式 就 在 确定 的 意 尽 ， 它 表示 下 中 一 个 确定 的 数 B= aoc" +ac*-!1+ 
+a-ic+a 这 时 ， 我 们 就 说 ，x 具体 化 为 下 中 的 数 e 时 ， 
58 
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fx 的 值 等 手 忆 ， 也 可 简单 地 说 ，x=c 时 了 (x) 的 值 等 于 5 或 者 说 
5 是 x=ec 时 fx 的 值 ， 记 作 ， 基 co = 
不 难 测 出 ， 和 如 果 
hx) = (x) 十 区 (区 Ratx) = Tx)gtX) 
那么 对 下 中 任何 数 c ， 则 
hite) = fc) + ge), htc) = fc)etc), 
显然 ， 零 多 项 式 的 值 ， 椒 论 x 为 中 什么 数 ， 它 总 等 于 零 ; 雪 
次 多 项 式 f(x) =a 的 值 ， 不论 x 为 中 什么 数 ， 总 等 于 a 
定义 令 f(x) 是 五 上 的 一 个 多 项 式 ，* 是 下 中 的 一 个 数 ， 老 
x=r 时 .六 x) 的 值 等 于 零 ;， feel =0， 那 么 < 叫做 六 <) 在 王 中 的 一 
个 根 或 零点 
根据 定义 ， 对 零 多 项 式 来 说 ， 数 域 F 中 的 每 一 个 数 c 都 是 它 的 
根 ， 对 和 零 次 多 项 式 来 说 ， 数 域 下 中 的 每 一 个 数 e 都 不 是 它 的 根 ， 
利用 带 余 际 法， 我 们 有 下 南 当 用 的 定 建 . 
定理 1 用 一 次 多 项 式 x 一 + 除 多 项 式 f(x) 所 得 余 式 等 于 当 
xw=r 时 (mw) 的 值 .Fec)。 
证 明 用 一 次 多 项 式 除 f(x) 所 得 余 式 或 首 等 于 零 或 者 是 一 个 
零 次 多 项 式 。 因 此 ， 在 任何 情况 下 ， 剑 式 总 是 下 中 的 一 个 数 ” 
1X) = (x cx) +t+r, 
取 等 式 两 端 在 x=c 时 的 值 ， 则 有 
亲人 一 CC tr, 
Tc =r, 
推论 * 为 fx) 的 根 的 充分 且 必 要 条 件 是 -ec 整除 (x). 
这 个 推论 说 明 ， 求 入 x) 在 王 中 的 根 相当 于 求 它 的 一 次 因 式 
关 一 局， 
要 判断 一 次 式 x-~ 上 是 不 是 ftx) 的 因 式 ， 可 以 用 带 余 除法 ， 以 
x 一 0 除 fx) 。 但 是 我 们 还 有 一 个 更 简便 的 方法 ， 叫 做 综合 除法 ， 
设 


TX) 二 00X TaN + aX Tt +a 
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并 设 

fx) = {txtx) +r C2) 
其 中 a(x) 必 为 一 个 hn- 1 次 多 项 式 ; 

{x = box" bx" + +h x+b,_), 
比较 等 式 (2) 中 x 的 同 次 里 的 系数 ， 我 们 得 到 

dy 一 bo 

a1= bi— cho, 


ta 一 ba — ch, 


rt =b. 1 ~ ch:s 
dr =r chi, 
志 此 得 出 
bo = 0， 
bli= chota, 


tb 一 ch 十 丛生 


br y= ch +di_1s 
r=eb,_,+a,, 
这 样 ， 欲 求 系数 bx， 只 须 把 前 一 系数 pr- 乘 以 再 加 上 对 应 系数 
Gi， 而 余 式 7 也 可 以 按 腿 类似 的 规律 求 由。 因此， 按照 下 天 所 指出 
的 算法 就 可 以 很 快 地 陆续 求 出 商 式 的 系数 及 余 式 ，: 


| 


to = bo cho t+ oi = bi chi + 92 = bs 


a 
“ ep ,十 和 站， 一 让 en /+a,=r 
我 们 先 在 横 线 上 边 写 出 f(x) 按 x* 降 医书 写 出 前 系数 ， 站 鉴 线 左 边 
写 出 c ， 然 后 在 模 线 下 边 依 次 算出 商 式 的 系数 及 余 式 ， 
例 1 以 x+3 除 大 % = 庆生 和 姑 二 4 一 9 
作 绎 合 除法 
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_ali 0 1 4 -9 
1 -3*:l+0= 一 8 C-SIt~3)+1l=10 0 3710+ = — 26 一 3 一 盖 5) 一 时 二 总 9 


所 以 商 式 是 

XxX) = 3x7 + 10x— 2268. 
而 未 式 

Fr 三 大 一 3=69。 


例 2 以 x-5 除 了 (x) = 2x: 一 13x31+ 19x: ~ 23x+ 15, 
作 综 合 除法 


5 -一 一- 一” ~ 


2 一 3 4 一 3 


所 以 商 式 是 
dX) = LX — Sx 4X—3 
余 式 等 于 等 。 这样 ，x 一 51f(x)， 而 5 是 其 x) 的 一 个 根 ， 

由 例 1 还 可 以 看 进 。 用 综合 踪 法 能 够 很 决 地 求 出 一 个 多 项 式 
XO) 当 x=c 时 的 租 了 (ce)， 

利用 多 项 式 的 根 与 其 一 次 因 式 间 的 关系 容易 看 出 ， 一 个 hn 次 多 
项 式 最 多 能 有 多 少 个 根 。 为 此 ， 我 们 先 说 明 一 下 重 根 的 概念 。 

设 c 是 非 零 多 项 式 ftx) 的 一 个 根 。 于 是 有 xXx- c|fKx)y。 由 于 每 
一 个 一 光 式 都 是 不 可 约 的 ， 所 以 x 一 c 一定 在 j(x) 的 标准 分 解 式 中 
出 现 ， 车 x*-c 是 六 x) 的 上 (k 沁 1) 重 因 式 ， 我 们 就 说 cc 是 Fix} 的 让 
真 根 。 若 xc 是 x) 的 单 因 式 ， 就 说 5c 是 了 (x) 的 单 根 ， 

定理 2 若 志 舌根 按 此 个 根 计 算 ， 则 玉 上 的 一 个 # 次 多 项 式 
了 (*%} 站 下 中 最 多 有 个 根 ， 

证 明 n=0 时 定理 显然 成立 ， 因 为 这 时 f(x) 在 五 中 根 的 个 数 
等 于 零 ， 

设 n>0。 令 Xx 一 cl， x 一 ez，…， x-c; 是 出 现在 (x) 的 标准 分 
解 式 中 所 有 不 同 的 一 次 因 式 ,它们 的 重 数 分 别 是 EK， Ks，'…，k;。 
屠 各 

x) = (X00 (x Cex C0) gx), 
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其 中 g(x) 在 FF 上 再 没有 一 次 因 式 ,因此 了 (x) 在 F 中 的 根 内 能 是 ci， 
Cas *'*» GC: 它们 的 重 数 分 别 是 Kl, Ks ‘ms K,, 比较 等 式 两 端的 
次 数 ， 得 

KR 十 有 十 多 寺 丰 < 
这 就 证 明了 定理 ， 

由 此 可 得 

定理 3 如 黑 和 多 项 式 f(x)，g(x) 的 次 数 都 不 超过 nw， 而 它们 
对 8+t 个 不 同 的 数 cr，r:，…，c*-， 有 相同 的 值 ， 即 

fe = ge), i=1, 2, ***, nt+1 
那么 ，J(x) = gtx)，, 

证 明令 h(x) = 了 (xX) — g(xX). 

车 htx) 关 8， 即 jx) 天 g(x)， 那 从 h(x) 是 一 个 次 数 不 超过 站 
的 多 项 式 ， 和 但 它 至 少 有 n+ 1 个 不 同 的 根 1，cz，*…，c1;。 这 与 定 
理 2 政 秆 . 

由 此 定理 ， 使 我 们 可 从 另 一 观点 来 认识 数 域 FE 上 的 多 项 式 ， 即 
把 煌 域 FY 上 的 多 项 式 看 成 通常 所 说 的 函数 ， 

设 

fx) = O00" +t 十 二 d+ 

是 上 的 一 个 多 项 式 ， 我 们 知道 对 中 的 每 一 个 数 c， 由 f(x) 确 
定 一 个 数 一 - 了 (x) 的 值 1(c)， 这 就 是 说 ， 多 项 式 fx) 定义 一 个 确 
定 的 淫 数 ， 它 的 定义 域 是 上 ， 当 下 为 实数 域 时 ， 这 正 是 数学 分 析 中 
的 多 项 式 函 数 ， 一般 地 ， 我 们 就 把 由 FF 上 多 项 式 jf{x) 定义 的 通 数 
剖 做 已 上 的 多 项 式 函 数 。 半 于 两 个 函数 说 是 相等 ， 自 然 是 ， 对 自 变 
数 x 的 每 一 个 值 ， 它 们 的 函数 值 总 相等 。 这 样 ， 由 上 述 定理 可 得 ， 
F 上 的 两 个 多 项 式 fx) 与 g(x) 相等 当 且 仅 当 它们 所 定义 的 多 项 式 
函数 是 相等 的 ， 换 名 话说 : 每 一 多 项 式 都 定义 一 个 确定 的 函数 ， 不 
同 的 多 项 式 所 定义 的 酒 数 也 不 同 。 因 此 、 这 使 我 们 可 以 采取 函数 的 
观点 来 建立 多 项 式 的 理论 。 

上 而 定理 2 说明， 任何 一 个 nn 次 多 项 式 f(x》 鞭 根 的 个 数 不 能 
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超过 它 的 次 数 hn。 但 是 ，F 上 的 任 一 非 零 多 项 式 x)， 在 数 域 正中 
未 必 有 根 ， 即 使 有 根 ， 也 未 迟 有 n 个 《nn 为 其 次 数 ) 。 例 如， 有 理 
系数 多 项 式 x* -4 在 有 理 数 域 中 就 没有 根 ， 恕 果 把 它 看 作 是 实 系 数 
的 多 项 式 ， 那 么 在 实数 域 中 含有 -4 的 根 ， 即 土 2 ， 而 根 的 个 
数 还 小 于 它 的 次 数 4 ， 在 复数 域 中 怡 好 含有 它 的 四 个 根 , 即 十 32， 
2 工 。 此 俩 说 明 ，F 上 的 多 项 式 在 FF 中 可 能 没有 根 ， 但 古 比 到 
大 的 数 域 中 含有 它 的 根 ， 而 在 最 大 的 数 域 ， 如 复数 域 中 含有 它 所 能 
有 汐 全 部 根 。 这 不 是 侦 然 的 ， 因 为 有 著名 的 
定理 4 代数 基本 定理 ) 任何 n(n>1) 次 多 项 式 FJ(x)， 在 
复数 域 中 至 少 有 一 个 根 ， 
由 此 便 有 
定理 5 任何 * 次 多 项 式 f(x)， 在 复数 域 中 恰好 有 +# 个 根 ， 
对 六 x) 的 次 数 作 数学 归纳 法 ， 由 定理 4 可 得 定理 5. 
定理 4 对 多 项 式 根 的 讨论 来 说 ， 当 然 是 个 基础 , 因而 得 溃 为 
“代数 基本 定理 ”. 但 是 ， 目 前 代数 学 的 范围 已 非常 广泛 ， 因 而 这 
-一 名称 只 能 有 有 其 历史 上 的 意义 了 。 “代数 基本 定理 2 的 证 明 方法 根 
多 ， 但 都 比较 复杂 ， 所 以 我 们 这 里 ， 承 认 其 结论 而 不 做 证 明了 ， 
由 定理 5 我 们 可 以 得 到 根 与 系数 的 关系 ， 
设 
NX) = Hox" + AX 
由 定理 5 ，f(x) 愉 有 nn 个 复数 和 根 ,wy，…,a;， 因此，j(x) 必 能 和 写 
成 个 一 次 因 式 的 哑 积 ; 
f(x) =a0{(x— D(X- 0X a), 
把 等 式 右 端 展开 、 并 项 、 上 比较 等 式 两 端 同 次 项 的 系数 ， 便 得 根 与 系 
数 的 关系 如 下 ， 


0 


二 一 tar 十 站 2 十 "二 wn)s 
On 


0 
Hd 
和 
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a， 
Ho 
以 上 这 组 等 式 叫 居 事 达 公 式 。 公 式 中 第 (EK= 1，2,…,n) 个 等 式 的 
右 端 是 一 切 可 能 的 个 根 的 屠 积 的 和 科 以 (一 1)*, 当 n=2 时 ， 就 
是 我 们 己 知 的 二 次 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 。 
利用 韦 达 公式 可 以 容易 求 出 有 已 知 根 询 名 项 式 。 情 如 ， 求 有 单 
根 5 与 ~2， 以 及 二 重 根 3 的 四 次 多 项 式 、 由 韦 达 公式 ， 我 们 便 有 
Hl 二-2+3+3)= —9, 
Q2= 5 —2)+5*3+53+(—2)*3+ 
+(—2)'3+3*3=17, 
a= — Sr 2 C2)r3+5.:3:3 
+¢t—2)3.3= 33, 
ci=5' (一 2)33= — 90, 
所 以， 所 求 的 四 次 多 项 式 
fix) = 90+ 170 + 33x— 0, 


= 17a,, 


或 
fx) = ax — ax + 17ax? + 330x — 900, 
其 中 为 任 一 不 等 于 零 的 常数 ， 


练 习 六 
《2X》=2 323 二 6 一 TOX+16， X0= 到 


《27 fx) = 3x5— 12x ~ 10x:— 587x— 13, Xo= 5, 
2?， 判 断 5 是 不 是 多 项 式 
{xX) 一 3MX5 一 22453 二 9742X2 十 5X+50 
的 根 ， 如 果 是 的 话 ， 是 几 重 根 ? 
3。 试 决定 2， 使 得 
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12》 x) 2x + 8x1 thx 一 1 除 以 x+ 3 所 得 款 数 为 -4， 
C2) jtx) = 2 3X7+ax+b 除 以 x+1 所 得 余数 为 7， 除 以 
xx 一 所 得 余数 为 5。 
4， 证明 x"+ax" "+P 不 能 有 不 为 零 的 重 数 大 于 2 的 根 。 
5。 证 明 a 是 和 x) 的 大 重 衫 的 充分 必要 荣 忻 是 
fed = 0) = =0, mi (0) #0, 


3 7 方程 及 其 变换 


大 家 知道 ， 在 生产 实践 中 和 科学 技术 上 有 许多 实际 问题 常常 妇 
结 为 如 下 的 数学 问题 ， 即 需 格 寻求 一 个 或 凡 个 ) 满足 一 定数 学 式 
子 的 数 。 如 果 用 一 个 文字 &e 来 代表 这 个 欲求 面 尚未 求 出 的 数 ， 那 委 
根据 问题 的 具体 条 件 就 会 推导 出 一 个 (或 几 个 ) 含有 a 的 数学 式 
子 : 

fe) = g(a) 1) 
其 中 f(a) 与 g(a) 基 多 项 式 (或 其 它 数 学 式 ) jx) 与 gtx) 在 x=a 时 
的 值 ， 这 就 是 说 ， 和 欲求 而 尚未 求 出 的 是 这 样 一 个 数 & ， 当 x = c 时 ， 
fx) 与 g(x) 的 值 相 等 ， 即 f(a) = gia)， 

这 样 ， 我 们 把 含有 待 求 的 未 知 数值 e ， 写 成 等 式 形 式 的 式 子 

《1) 叫做 关于 未 知 数 e 的 方程 。 

如 果 有 数 & ， 使 方程 〔I )》 成 为 确实 的 等 式 ， 则 方程 (1)》 叫 
做 可 解 的 ， 每 一 这 样 的 数 e 都 思 短 方程 《1) 的 一 个 解 。 否 出 ， 广 
程 《1) 就 叫 无 租 的 《也 是 矛盾 的 》 。 

为 了 简便 ， 通 常 就 把 方程 C1) 中 待 求 的 未 纯 数 e 写成 xx ， 这 
样 做 是 不 会 产生 误解 的 。 因 为 凡是 说 及 方程 《1) 时 ， 所 指 就 是 上 
述 的 含义 ， 耐 不 会 把 (1) 看 成 是 两 个 多 项 式 相等 的 一 个 等 式 ， 

从 《1) 经 过 移 项 ， 使 其 在 端 为 零 ， 可 得 方程 

h(tx) = 1x) ~ g(x) = 0, (C2) 
显然 ，《1) 与 《2) 有 完全 相同 的 解 或 同时 无 解 ,此 时 称 方 程 


85 


(1) 与 《2》 是 间 解 的 。 由 此 ， 此 方程 都 可 写成 右 端 为 零 而 左 端 
恰 为 一 个 多 项 式 的 形式 ， 
与 多 项 式 的 根 连 系 起 来 , 我 们 便 有 以 下 结论 ， a 是 方程 f(x)=0 
的 解 当 和 且 仅 当 &g 是 多 项 式 f(x) 的 根 . 
上 由 此 可 见 ， 方 程 的 解 及 求解 问题 完全 相当 于 多 项 式 的 根 及 求 根 
问题 . 
多 项 式 fx) 的 根 也 叫 方 程 f(x) = 0 的 根 ，f(x) 的 次 数 就 叫做 方 
程 f(x) = 0 的 次 数 . 
下 面 我 们 来 研究 方程 的 变形 问题 。 
n 次 方程 
OX) = 和 + +tax+au= 少 (3) 
的 求 根 问 题 是 一 个 和 家当 复 杂 的 问题 ， 对 任意 次 数 较 高 的 方程 ， 没 有 
一 个 一 般 的 方法 求 出 它 的 根 。 轩 此 把 方程 进行 适当 变形 ， 借 助 于 新 
方程 米 研 究 厌 方程 根 的 性 质 就 显得 非常 必要 了 。 特 别 地 ， 有 些 特殊 
类 型 的 方程 也 可 以 把 方程 适当 变形 ， 从 面 求 出 方程 的 根 。 
1， 人 悦 根 变换 
设 大 z0， 取 
Y= Kx 
以 x= 十 > 代入 (3)， 再 通 乘 以 k" 得 
ECY) = Ay" +ar ky + Fak y+ak"=0 
那么 ， 方程 g(y) =0 的 根 是 方程 fx) =0 的 根 的 & 售 。 
事实 上 设 8;=ka， 是 gly) =0 的 任意 一 个 根 ， 我 们 证 明 
人 ci = 0 因为 
BRG) = key" to kithe: 十， 
tak" {ke} +k"ao 
= tr Foard lt ta + Aor) 
=E"f(a)=0, 
这 里 了 0， 所 以 f(a;}=0， 
当 上 = 一 1 时， 变换 
B66 


= 一 此 
又 则 负 根 变换 ， 这 时 
gy) = 着 
zi 是 g(ty) 的 根 ， 则 -ef; 是 了 x) 的 根 ， 
2， 倒 根 变 换 
取 变 换 
1 


y= 


以 x= 省 代入 方程 《3》。 再 通 乘 以 y" 得 
gy) 一 站 +A + +t ay" = 人 0 
当 g0 丰 0 时，g(y) 为 n 次 多 项 式 ， 设 启 ，By，…'，B: 为 gy) = 0 的 
2 个 根 ， 则 8， 有 ，…， 有 8 恰 是 六 x) =0 的 个 根 ， 
事实 上 ”图 为 gs 天 0， 所 以 户 ， 记 ，…，8, 均 不 为 0 。 
并 有 = 
= (Bi "Lo + ar B+ ad: +aod'] 
= (B87 3"g(B.)=0 
训 1 个 = 1 ，2，…，n) 是 f(x) =0 的 概 。 
当 m=0 上 时， 特别 地 ， 如 采 f(xX)}=0， 以 0 为 它 的 s 重 根 ， 出 
ar = =-1 = ， 但 a 天 0， 这 时 有 
fx) =a FA iX" 十 二 
于 是 
BY = ta yt ty 
是 一 个 n -5 次 多 项 式 ， 它 只 有 nn 一 个 根 、 设 B; (i=1，2，*…，# 一 5) 
是 g{y) 的 根 。 因为 a, 天 0， 所以， 这 些 根 都 是 非 零 的 ， 那 么 ， 有 
(Bi? =0 Be) ta (Bi "+t + a (Bi 
= {Pi Ca TB 有 十 二] 
= (Bi)"e(Bi)=0 
由 x) = (ax" -+g ix 1.+g)x' =0 恰 有 nn 一 s 个 非 零 根 ， 
故 Bi!:，B!，…， 语 +: 是 了 x) = 0 的 仅 有 的 非 零 根 ， 


67 


3。 平 方 变 换 
y= 
设 方 程 fx) =0 的 二 个 根 为 wz，o，…，a。 我 们 来 求 一 全 
次 方程 gC(y) =0， 使 它 的 站 个 很 为 中， 好 ，…， ws。 因为 
fx) = KX— DX— tx) 
故 
【一 下 7 全 一 其》 = Xt) (x+ (xt), 
【一 二 大 基 7 大 一 其 》 = a i (xi el} (x rt) 
在 (一 1 了 CxOf( 一 中 令 民 =y， 则 得 
BY = -AY 0) (yo), 
显然 ， 方程 gCy) = 0 以 ea?， ql，……,& 为 它 的 nn 个 根 ， 
例 1 人 和 作 一 个 4 次 方程 ,使 其 4 个 根 恰 是 方程 1{x) = 4xt 一 5x+ 
+ 1= 0 的 4 个 根 的 各 自 平方 . 
解 (一 :CXC-X) = (dxt— Sx+ 1)(4(— x)t— 5(—x)+1) 
= 16x8 + Bxt— 25x* 二 1 
令 y=Xx? 代入 上 式 得 
Ety) = 16y* +83 一 257 十 了 
则 gty) =0 即 为 所 求 方程 。 
对 于 只 含 偶 次 项 的 方程 ， 特 别 是 其 含 偶 次 项 的 4 次 方程 ， 平 方 
变换 可 以 降低 方程 的 次 数 ， 从 而 求 出 方程 的 根 ， 
例 2 解 方程 
4x4 一 5X2 十 了 = 站 
解 设 x*=y， 则 原 方 程 化 为 
dy?— 5y+1=0 


从 而 得 ; y= Y= 1, 再 代入 好 = 了 中 ， 于 是 ， 得 入 = 7， 


1 
#4 三 Ts , XI 1] N= 一 1]， 


4。 平移 变换 
令 


二 


y=%—K 
以 x=»+ 玉 代入 3》 再 化 简 得 
生生 站 +h yp ttt+tbhyt+bho=0 
这 样 的 变换 称 为 平移 。 eiti=1 2，…，M) 是 (x)=0 的 hn 个 
根 ， 则 e, 一 KG= 1，2，…，n) 是 gC(y) = 0 的 全 部 根 ， 
事实 上 g(y) =0 是 由 x=y+k 代 入 了 (x) = 0 整理 得 到 的 。 即 有 
fix) =f(yt KR}=glty)=0, 而 
XY) = NX 
= +R- yt a ytk—e,) 
=aaty Co ky (ar— Ky — Ca, — kk)) 
=g(Y)=0 
这 就 说 明 o 一 KCi=1，2，…，n) 恰 为 gly) =0 的 全 部 根 ， 
平移 变换 在 方程 式 论 中 是 非常 有 用 的 。 因 此 如 何 简 捷 地 求 出 
fx + 或 g(y) 的 系数 是 尚 待 解决 的 一 个 重要 问题 ， 下 面 介 绍 用 综 
合 除法 求 方程 g(y) = 0 的 系数 。 
因为 gty) = 了 是 由 方程 f(x) = 0 经 代 挽 x=y + 得 到 的 同样 ， 
在 方程 gCy) = 0 中 仿 y=x-k 又 可 以 得 到 f(x)=0, 即 (x) = 了 f(y +k) 
=gty) = g(x 一 KK)， 因 紫 
fx) = bx—k)" +h (x— RT tt bx~k}y+ bo, Bx—k 
除 j(x》 得 
Hx) = {Bx— kT tbe (XK) + 
+ bx— Ethitx— K+ ho mq) (x— kk) + bo 
于 是 ，bs 斌 是 以 x 除 fx) 所 得 的 余数 。 再 以 x- 大 除 gifz 得 
G(x) = 区区 一 让) 十 四 (一 其) 二 
+ battx— hk}+h = gx) (x— kk) 十 四 
多 此 ，bt 是 以 xx 一 天 除 qx) 所 得 的 余数 ， 辣 样 地 ， 再 几 x ~ 大 去 阶 
qa(x) 所 得 商 和 余数 分 别 是 93(x)，b;， 一般 地 ， 了 以 x 一 让 除 商 gi (x) 
所 得 余数 是 bj; (j= 0，1，2， 了 一 1)， 而 b =0。。 这 样 就 得 到 了 
pry bass 9 bs bo, 
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例 3 设 jx)=xt 一 5x3 7x2 一 17x+11=0， 把 ftx)=0 变 成 
关于 x 一 4 的 方程 。 
解 令 y=x-4, 实际 上 就 是 求 g(y) 的 系数 ， 用 综合 除法 
以 x 一 4 除 f(x) 得 
fx) = (Xt IX— (XxX— 4)-9 
=d(x){(x— 4)—9 "(bo= — 9) 
再 以 x 一 4 阶 q(x)，。 得 
di(x}) = (x+ 3x+ 15) (x— 4)+55 
= dX CX 4)+55 "(b= 55) 
再 以 xd4 除 (xzx)， 得 
q(xX) = (XT)(X— 4) + 43 
= G(XI(X— 4) + 3 "Cb = 43» 
最 后 ， 以 x 一 4 除 gat(x)， 得 
g(tX) = (xX—4)}+11 ‘+ {bs= 11) 


fxl= {x— 4)+ 11(x— 4) + d(x— 4):+55(x— 4)—9 
=0 
上 上面 算 式 可 列 成 下 表 
1 -5 7 17 14 
-1 3 -5 -9 
3 15 下” 
7 43" 
11” 


Er 


1° . 

表 中 第 一 行 是 由 六 x) 的 系数 组 成 ， 而 表 中 第 i 行 (i>1) 是 商 
49;-1(%) 的 系数 组 成 ， 我 们 看 到 点 和 斜 线 上 的 数 自 下 而 上 上 顺 次 为 所 痪 
求 的 系数 ， 

用 平移 变换 可 使 新 得 方程 缺 第 二 项 。 

事实 上 令 y=X- 上 KK， 而 以 x=y+k 代入 方程 f(x) =0， 风 得 

?0 


8 了 7) = fy+k}) = +R) ta yt k++o 
=0Y" + (hak+i ary te 
故 ， 若 取 = 一 -中 一 则 y"， 的 系数 为 0， 
例 4 利用 平移 变换 将 方程 
x xi+ dx~ 17=0 
化 为 缺少 第 二 项 的 方程 
一 + 6_ 
解 取 天 = 一 2 
令 ?=x<x-2， 以 xx- 一 2 做 除 式 连续 用 综合 踪 法 


1 -6 4 -1712 
1 -4 -4 -25 

1 -2 -8” 

1 0 


1 
天 8g(3?)= 和 号-87-25=0 即 为 所 求 的 方程 。 


练 习 七 
]。 求 出 以 下 列 方 程 根 的 K 倍 为 根 的 方程 
《17 Bxt— 7x + Bx —7X+2=0, k=6, 
《2)》 3x3— 26xt+ 3%~— 12=0, k=3, 


2。 变 方程 3% ~ dx + 4x? -2x+1=0 为 另 一 方程 ， 使 其 首 项 
系数 为 1 。 

3。 人 必 一 方程 g(y) =0， 使 其 根 比 方程 

XX XXX+1=0 

的 根 大 1 。 

4。 求 作 一 方程 g(y) =0， 使 其 根 答 是 方程 x 2xt+ 5x?+ 
?x+1l=0 的 根 的 倒数 ， 

5，。 变 方程 x ~ 4x3 一 3x+2x+2=0 为 缺少 第 二 项 之 方程 ， 
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38 复 系数 多 项 式 


代数 基本 定理 虽然 肯定 了 n 次 多 项 式 愉 有 Pa 个 复数 根 ， 但 这 只 
是 一 个 存在 性 的 绪论， 至今 所 见 关于 该 定理 的 任何 一 种 证 明 都 没有 
给 出 祖 的 有 具体 求法 ， 然 而 在 应 用 方面 ， 求 多 项 式 的 根 是 一 个 重要 的 
课题 。 这 是 一 个 相当 复杂 的 问题 ， 它 构成 了 计算 数学 的 一 个 分 支 ， 
在 这 里 我 们 从 中 学 数学 教学 的 角度 出 发 ， 介 绍 有 关 求 根 问题 的 一 些 
基本 结果 ， 分 做 以 下 三 节 来 讲 ， 

本 节 讨 论 复 系数 多 项 式 的 求 根 问题 . 

首先 顺便 说 明 一 个 疝 题 。 根 据 代 数 基本 定理 彻 多 项 式 的 根 与 其 
一 次 岚 式 的 关系 可 知 : 在 复数 域 上 者 ， 次 数 大 于 1 的 多 项 式 必 定 是 
可 约 的 。 换 多 话说 :， 凡 不 可 约 多 项 式 必 为 一 次 式 。 因 而 ， 任 何 一 个 
Ps1) 次 多 项 式 fxz) ， 在 复数 域 上 来 看 ， 它 的 标准 分 解 式 应 为 如 
下 形式 ， 

f(x =a0x— a) 《一 站 一 人 or 

其 中 ea，o，…，4G: 是 不 同 的 复数 ， 久 :，mz，…， 下 ， 是 正 整 数 ， 

下 而 来 讨论 复 系数 多 项 式 的 求 根 问题 。 我们 已 经 知道 ， 一 次 、 
二 次 多 项 式 都 有 求 根 公式 ， 它 们 是 由 系数 经 过 有 限 次 的 加 、 减 、 乘 
除 和 开 方 运算 来 表达 的 。 一 般 地 ， 如 果 一 个 多 项 式 的 根 可 由 多 项 式 
的 系数 经 过 有 限 次 加 、 减 、 习 、 除 和 开 方 运算 米 宸 出， 那么 就 说 这 
个 多 项 式 能 用 根 式 解 ， 因 此 ， 一 次 、 二 次 多 项 式 都 能 用 根 式 解 ， 进 
而 我 们 自然 会 想到 ,对 于 次 数 大 于 2 的 多 项 式 是 否 也 能 用 根 式 解 呢 ? 
以 下 证 明 三 次 、 四 次 多 项 式 都 能 用 根 式 来 解 

首先 ， 我 们 推导 三 次 多 项 式 的 求 根 公式 ， 

设 给 定 了 系数 是 任意 复数 的 一 个 三 次 多 项 式 (不 妨 令 其 首 项 系 
数 等 于 1) ， 

XI + AX + ox + os 1) 


利用 关系 式 
72 


91 (2) 


y=%+ 


3 
则 得 到 简化 了 的 关于 >》 的 三 次 多 项 式 
y+py+q (3) 
其 中 
p= 0 a q+ 


这 样 ， 三 次 多 项 式 的 根 式 解 问题 就 归结 为 推导 二 次 项 系数 为 零 的 三 
次 多 项 式 《 3 ) 的 求 根 公 式 ， 
令 y=t+v， 则 
== Rt VT -y+ + 
所 以 
-3Wy ~ (Wt v3)=0, 


由 此 机 以 看 出 ， 如 果 存 在 复数 ta 与 Ves 使 


wi+vi=—4, ,Vo = 一 全 


那么 yo= Wot+ ww 就 是 多 项 式 《3 的 根 ， 故 问题 化 为 解 方程 组 


二 = 一 三 


Pp 
HY = 一 一 
入 9 。 


(4) 


由 uv= - 卫 ， 得 im= ~ 卫 -， 从 而 有 
到 十 由 二 一 有 33 = -五 ， 
由 韦 达 公式 可 知 ， 册 与 训 是 二 次 多 项 式 


2 4 -Pp 
交 qz 97 


的 观 个 根 ， 玉 由 二 次 多 项 式 的 求 根 公 式 ， 得 


如 1: 急 
1 二 -A+ + 
2 4 27 


?3 


a 


V+ +r- -V+ (6) 
公式 《6) 通 之 思 做 卡 当 Cnrdea J 公民， 
经 过 计算 容易 知道 一 个 复数 的 立方 根 在 复数 域 里 有 三 个 ， 记 以 
由 《 5》 能 求 出 ww 与 v 的 各 三 个 从 。 如 果 在 卡 当 公式 中 ， 把 tt 的 每 
一 个 值 与 7 的 每 一 个 值 配合 在 一 起 ， 将 得 到 w+v 的 九 个 值 ， 它 们 
显然 不 能 都 是 多 项 式 〈3 ) 的 根 . 事实 上 ， 由 《4》， 用 卡 当 公式 
求 《3) 的 根 时 ， 必 须 选 取 这 样 的 与 $ 的 代 ， 使 它们 满足 
uy= -Ll, 
可 以 证 明 ， 在 &+y 的 九 个 值 中 ， 注 足 此 条 件 的 恰 有 三 个 ,这 一 结 
果 作 为 练习 请 读者 自己 证 明 . 
其 次 ， 我 们 指出 四 次 多 项 式 也 能 用 根 式 解 。 
设 给 定 了 系数 为 任意 复数 的 四 次 多 项 式 
X4 十 XT 十 GX + Ax + ds 7) 


利用 关系 式 


{1 
宇和 党 十 一 一 - 
了 4 


得 到 简化 了 的 关于 ? 的 四 次 多 项 式 
ypY +qy +tr, C8) 
其 中 


_ 3a1 
了 一 如 2 一 一 a 归 


于 
0 
ga 92 + 9-， 


ai03 ,dig 301 

4 16 256 

这 样 ， 四 次 多 项 式 的 根 式 解 问题 就 归结 为 证 明 三 次 项 系数 为 零 的 四 
次 多 项 式 能 用 根 式 解 。 以 下 的 推导 主要 是 把 问题 化 为 解 一 个 三 次 多 
项 式 及 两 个 二 次 多 项 式 。 为 此 ， 引 进 参 数 1 ， 在 〈8) 式 加 上 再 减 
Le 


F = 


FE 


去 2ty?+( 卫 + + ) ， 把 (8) 式 改 写 为 


2 
1. [2 也 
(oz+ 了 +] 2 | 由 rd 
tt pp_ Lr ,Py 
二 2 全 ) (9 


我 们 选取 革 的 值 ， 使 59) 式 方 括号 里 的 二 次 多 项 式 是 一 个 完 

全 平方 ， 为 此 只 竖 选 取 t 的 这 样 的 值 ， 使 这 个 二 次 多 项 式 有 重 根 ， 
亦 即 使 其 判别 式 等 于 零 : 

_ dV _ ft ,pp_r NY 

(六 ) -从 + 了 -天 + 车) =0， 
这 说 明 所 横 选 取 之 t 值 应 为 三 次 多 项 式 

t+ pli+ (DP - r)t -全 《10) 
的 非 零 根 ， 这 可 由 卡 当 公式 来 求 出 ， 设 是 多 项 式 (10) 的 任 一 . 非 
夫 根 .于 是 

Yrpy raeytr= (yr hte) -2 (ya) 


= (y+v 2ip ¥ + 记 寺 二 -二 一 ) 


vw 
_ p _ 
x (7 ww 28 y+ Etht 2 一 ). 
由 此 可 以 看 出 ， 二 次 多 项 式 
3 AD Pir. 如 
y+ 2to y+ to gr {11) 
与 
2t +E+tot+ — 

— 2to 0 少 to ge 《1 2 


和 两 个 要 后 四 次 多 项 式 《8》 购 四 涉 要。 由 平 证 三 次 多 大 
《10) 的 根 ， 它 可 由 根 式 解 出 ， 叉 二 次 多 项 式 (11) 与 (12) 的 根 
世 可 由 根 式 解 出 ， 从 而 四 次 多 更 式 《8) 能 用 根 式 解 。 由 于 这 些 根 
的 表达 式 比 较 党 杂 而 且 实 用 价值 不 大 、 所 以 就 不 再 列 出 这 些 宕 达 
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式 ，。 
在 十 九 世 纪 中 叶 以 前 ， 解 方程 一 直 是 代数 学 的 一 个 中 心 问 题 ， 
它 的 研究 经 历 了 一 个 长 期 发 展 的 过 程 。 远 在 两 千 多 年 以 前 ， 人 们 就 
有 了 二 次 方程 的 一 般 解法 。 关 于 方程 的 数值 解法 ， 我 国 古代 数学 家 
有 过 光辉 的 贡献 。 上述 的 三 次 多 项 起 的 求 根 笃 式 是 在 十 六 世纪 
《1545) ， 出 卡 当 首先 发 开 的 ， 随 后 他 的 学 生 费 拉 里 〈Ferrari) 给 
出 了 四 次 多 项 式 的 一 般 解 法 . 此后， 在 几乎 三 个 世纪 的 时 间 蛙 ， 很 
多 数学 家 在 致力 于 寻 满 次 数 高 于 4 的 狠 项 式 的 求 报 公式。 这 期 间 ， 
在 十 八 世 纪 末 (1799) ， 高 斯 (Gauss) 首先 证 明了 有 名 的 代数 基本 
定 带 ， 但 是 ， 关 于 根 式 解 问题 一 直 没 有 解决 。 直 到 1820 年 阿 狐 尔 
(Abel) 证 明了 ， 当 ?>4 时 ， 一 般 的 《系数 用 文字 表示 的 ) n 次 多 
项 式 不 能 用 根 式 解 。 

但 是 阿 贝尔 所 证 明 的 结果 并 不 排除 这 种 可 能 性 ， 即 是 每 一 个 具 
体 的 系数 是 数 的 多 项 式 都 可 以 用 根 式 来 解 ， 这 一 问题 最 后 由 邯 罗 华 
《Galois 1811 一 1832) 于 1830 年 彻 展 解 决 了 。 他 给 出 了 一 个 多 项 式 
可 灸 用 根 式 来 解 的 条 性 ， 同 时 也 证 明了 不 能 用 很 式 来 解 的 系数 是 数 
的 多 项 式 的 存在 。 例 如 

X5 — AX—2 

其 实 就 是 一 个 不 能 用 根 式 来 解 的 五 次 多 项 式 。 由 于 这 个 问题 的 解 
决 ， 也 就 回答 了 为 什么 在 初等 几何 中 不 能 用 圆规 和 直 尺 将 一 个 前 三 
等 分 等 问题 . 

贫 罗 华 的 工作 对 代数 学 的 发 展 有 很 大 影响 ， 忆 开辟 了 代数 学 的 
一 个 分 到 一 一 分 鸭 华 理论 ， 同 时 也 莫 定 了 和 群 论 的 基础 ， 
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实 系数 多 项 式 在 理论 与 应 用 上 都 占有 重要 地 位 。 在 实践 中 有 许 
多 问题 ， 训 常 逢 要 求 出 -- 个 次 数 祖 当 高 的 实 系 数 多 项 式 的 实 根 ， 上 
节 指 出 的 二 、 三 、 四 次 多 项 式 的 求 根 公式 ， 当 然 可 以 用 于 实 系数 的 


了 


情形 ， 但 三 、 四 次 多 项 式 的 求 根 公式 用 起 来 是 很 不 方便 的 ， 而 且 五 
次 以 上 的 多 项 式 也 还 没有 类 似 的 公式 。 因 此 必须 从 另 一 角度 来 看 问 
题 ， 在 实用 上 所 需要 的 往往 只 是 在 某 种 精确 度 内 的 根 的 近似 值 ， 勾 
使 已 经 得 到 求 根 的 公式 ， 仍 须 计算 它 的 近似 值 ， 由 此 可 见 ， 只 要 有 
一 种 方法 ， 按 照 这 种 方法 可 以 求 出 根 的 近 和 乌 值 到 任意 指定 的 精确 程 
度 ， 那 么 ， 儿 项 式 的 求 根 问题 便 应 当 认 为 是 解决 了 .当然 ， 这 并 不 
是 说 求 根 公式 是 蹇 无 用 处 的 ， 由 于 它 用 我 们 比较 熟 习 的 运算 表达 出 
多 项 式 的 根 ， 从 而 帮助 我 们 了 解 根 的 性 质 或 较 简 便 地 计算 根 的 近似 
值 ， 不 了 过、 过 于 复杂 的 公式 ， 如 四 次 多 项 式 的 求 根 公 式 ， 用 处 确实 
不 大 ， 

基于 以 上 大法， 求实 系数 多 项 式 的 实 根 ， 可 以 按 以 下 三 个 问题 
逐步 于 以 斜 抉 ， 

1。 指出 实 根 的 界限 ， 

2。 确 定 实 根 的 个 数 ， 

3。 给 出 近似 值 的 计算 方法 。 

第 三 个 问题 是 计算 数学 前 专门 课题 ， 这 里 我 们 不 予 涉 及 ， 本 节 
只 讨论 前 两 个 问题 ， 

首先 顺便 说 明 一 个 问题 ， 革 节 措 出 ， 由 已 数 基本 定理 及 根 与 一 
次 困 式 的 关系 ， 任 何 多 项 式 在 复数 域 上 必 能 分 解 成 一 次 因 式 的 冬 
积 。 对 于 实 系 数 多 项 式 ， 它 在 实数 域 上 的 分 解 也 有 一 种 特定 前 形 
式 ，。 

为 此 ， 我 们 指出 实 系数 多 项 式 的 一 个 简单 性 质 ， 

如 果 & 是 实 系 数 多 项 式 1(x) 的 根 ， 那 么 ，& 的 共 红 数 @ 也 是 
f(x) 的 根 ， 

事实 上 ， 设 

(x) = GoX 40 1 十 二 在 区 十 全。 
其 中 ao，g1，…，a,-1，4+， 都 是 实数 ， 如 果 a 是 f(x) 的 根 ， 即 
flo) = Got "+Gig t+: ard + =0, 


对 上 式 两 端 同 时 取 共 粥 数 ， 有 


了 了 


局 


go” +ad + 
这 就 说 明 #e)=0， 即 & 也 是 f(x) 的 根 . 
由 此 可 以 证 明 ， 人 证 一 次 数 大 于 2 的 实 系数 多 项 式 在 实数 域 上 必 
可 约 .。 
事实 上 ， 设 f(x) 为 任 一 42 次 实 系 数 多 项 式 。 由 代数 基本 
定理 ，fx) 在 复数 域内 必 有 祖 ， 令 a 为 f(x) 的 一 个 根 。 若 = 为 实 
数 ， 则 x 一 ex)， 押 雇 fx) 在 实数 域 二 为 可 约 ，& 若 不 是 实数 ， 
由 上 述 可 知 a 的 共 固 数 a 也 是 f(a) 的 根 ， 且 a 万 a。 于 是 
(x—a)(x—- a)=x -0t oxtag 
为 一 实 系 数 二 次 多 项 式 ， 且 整除 f(x)、 从 而 
fx) = [x2 (a a xtag f(x), 
丝 处 也 (Xx) 为 n 一 2 次 的 实 系数 多 项 式 ， 这 就 说 明 f(x) 在 实数 域 上 是 
可 约 的 ， 
从 此 便 可 得 出 ， 任 一 n(n 字 1) 次 实 系 数 多 项 式 f(x) 在 实数 域 
上 的 标准 分 解 式 必 为 如 下 形式 ， 
Fox) =a0tx — oD) lx ec ) (x tpX+tq) te 
"(x+ prxt+ dy)*+, 
其 中 Ci 人 1 
Ki ， ,是正 整 数 ， 神 和 且 x +px+g;(i=1，2，-…， 了) 是 不 可 约 
的 ， 邑 适合 条 件 pi - 49i<0G=1， 2，…，7)。 
现在 我 们 回头 来 讨论 求实 祖 的 办 的 问题 ， 
求实 系数 多 项 式 几 xz) 的 实 根 的 界 就 是 要 求 出 两 个 实数 M 与 N， 
M<.N， 使 得 Kx) 的 实 祖 全 在 区 闻 (M， 太 ) 肉 。 这 册 M 时 做 妃 x) 的 
实 根 的 一 个 下 界 ， 六 叫做 1x》 的 实 祖 的 一 个 上 界 。 如 果 能 求 出 这 
祥 的 界 来 ， 对 于 求 Kx) 的 实 根 显 然 是 有 帮助 药 ， 
假定 我 们 有 一 种 办 法 能 求 出 任意 多 项 式 的 正 根 的 上 办， 那么 ， 
我 们 也 能 用 同样 的 办 法 求 出 这 一 多 项 式 的 正视 的 下 界 及 负 祖 的 上 、 
下 内. 
事实 上 ， 给 了 多 项 式 所 x) 内 后 ; 我 们 同时 考虑 以 下 的 多 项 式 ， 
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ftx) = x 这) = 1(—X), falx) =x"f(- x): 
求 出 这 四 个 多 项 式 的 正 根 上 界 ， 设 它们 依次 是 
PN ， Ni, N;, Ns 


那么 数 - 站- 是 Kx) 的 正 根 下 界 ， 因 为 若是 jx) 的 正 根 ， 那 么 二 是 


f(x) 的 正 根 ， 于 是 由 工 < 一 N, 得 ec>- 工 .， 同 理 ， 数 ~- N;: 与 -一 
a Ni Ns 
各 是 f(x) 的 负 根 的 下 界 与 上 界 。 这 样 ， 多 项 式 flx) 的 所 有 正 根 在 


区 间 
(7 ™) 
之 内 ; 所 有 负 根 在 区 间 
(- Na 一 小 
之 肉 ， 而 其 多 部 实 根 自 然 都 在 区 间 
(~ Ns, N) 
之 内 。 
以 下 定理 给 出 求 多 项 式 正 根 上 界 的 一 个 方法 。 
定理 1 设 在 实 系 数 多 项 式 
HX) 二 人 0X 十 加 和 T+ 
中 ，q>0，aw 是 gt az，…，a 中 第 一 个 负 系 数 ， 而 B 是 一 切 负 
系数 的 绝对 值 中 的 最 大 数 。 
那么 


是 f(x} 正 根 的 一 个 上 界 ，。 
证 明 设 
1+A/ 了 
> +Y 2 
由 题 设 条 件 有 
His Hz *'*y Gn- ,2220， Ums tatiy **"s di —B 
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所 以 
f(x) = 0 十 站 区 本 + On x" Hak + 
机 十 和 :00X 一 吾 fx " 十 帝王 1) = aox" _, 
B* 1 但 X |， 所 以 
x—1 
六 一 人 州 十 1 As mt! 


f(x) >aox" 一 BT = < Caox™ ‘(x—1}-B]. 


区 由 x*>1+" 8, 得 
Ho 
aox™ {x—1)- B>altx—1)"-B>0, 
从 此 得 出 f(x) 之 0。 这样 ， 凡 大 于 1 + 对- 旦 的 数 不 能 是 Kx) 的 
0 


根 , 放 和 N=1+ 对 如 是 f(x) 的 一 个 正 根 上 界 ， 


在 这 个 定理 中 ， 候 定 了 多 项 式 f(x) 至 少 有 基 一 系数 an( 岂 全 信 
是 负 的 ， 没 有 这 样 系数 的 多 项 式 我 们 不 必 如 以 考虑 ， 因 为 它 显然 没 
有 正 根 ， 

这 一 定理 所 给 出 的 方法 可 以 应 用 到 首 项 系数 是 负数 的 多 项 式 上 
去 。 因 为 ， 若 是 一 个 给 定 的 多 项 式 f(x) 的 首 项 系数 是 贷 的 ， 那 必 
多 项 式 一 x) 的 首 系数 就 是 正 的 。 但 六 x) 与 一 了 x) 有 相同 的 根 ， 

例 1 设 站 x) = 2xs+100x:-5%x 一 40。 于 是 

= 2 m=#4, B= 40。 
按 定理 1 ，f(lx) 的 实 根 上 界 是 
df B ,dd0 

11N B=1+tY Aw3.2, 

在 估计 了 一 个 实 系 数 多 项 式 的 实 根 范围 之 后 ， 进 一 步 的 问题 自 
然 是 确定 实 根 的 个 数 《 不 计 重 数 ) 。 关 于 这 个 问题 的 最 完整 的 结果 
古 斯 图 姆 (Sturm) 给 出 的 ， 按 照 斯 图 姆 的 方法 ， 对 于 任意 给 定 的 区 
闻 (ae，b)7， 我 们 可 以 确定 一 个 多 项 式 在 这 个 区 间 内 实 根 的 个 数 ， 这 
样 ， 一 个 实 系数 多 项 式 的 全 部 实 根 的 个 数 当然 也 就 能 够 确定 。 

80 


下 面 就 来 介绍 斯 图 姆 方法 。 
设 x) 为 任 一 实 系数 多 项 式 。 可 以 假定 它 没有 重 概 ， 否 出 可 
以 把 作 x) 先 除 以 它 与 它 的 导数 的 最 大 公 因 式 。 根据 §$ 5 ， 这 样 得 到 
的 多 项 式 没 有 重 根 ， 并 且 不 计 重 数 与 jx) 有 相同 的 根 。 
首先 ， 从 1(x) 出 发 作出 一 串 多 项 式 ， 
求 出 f(x*) 的 导 式 1/(x)， 令 
fotx) = (x), ftx) = Cx), 
由 带 余 除法 ， 用 f (x) 去除 f(x)， 把 余 式 乘 以 -1 后 ,， 取 作 (x)， 
再 用 这 样 取 定 的 f(x) 去 除 ji(x) 再 把 所 得 余 式 乘 以 -1 后， 了 到 作 
faxz)， 如 此 继续 下 去 ， 我 们 所 用 的 步骤 基本 上 无 异 于 对 多 项 式 
fx) 与 1 (x) 施行 锯 特 相 除 法 ， 内 是 每 次 都 把 所 得 的 余 式 反 号 ， 并 
且 用 反 了 号 的 余 式 来 进行 下 一 步 除 法 .因为 对 于 求 最 大 公 因 式 来 说 ， 
这 种 反 号 是 没有 关系 的 ， 所 以 用 上 述 步 又 最 后 仍 会 得 出 一 个 多 项 
式 了 (x) 来 ， 它 就 是 fx) 与 f(x) 的 最 大 公 因 式 ， 这样， 我 们 得 到 
以 下 一 帅 多 项 式 ; 
folx)s fs oe, fs lx), fx), C1) 
其 中 jo(x) = f(x)q(x) -f(x), 
f(xX) = fatx) gx) ~ f(x), 


fi-itx) = f(x) gx) — fir(X), 


ji-atx) = fx): 1 x) — fx), 
fitx) = (x)g, Cx), 
最 然 ，f, (x) 是 folx) 与 (x} 的 最 大 公 因 式 ， 
多 项 式 序列 1) 叫做 多 项 式 jf(x) 的 斯 图 姆 组 。 
为 介绍 斯 图 姆 定理 ， 先 说 明 一 个 术语 ， 
看 一 个 不 为 零 的 实数 序列 ， 
Cl C2 rg Cy, 2) 


如 果 其 中 某 相 邻 两 数 的 符号 相反 ， 就 说 序列 〈2 ) 中 出 现 一 个 变 
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号 ,序列 《2 ) 中 出 现 的 变 号 总 数 叫 做 〈2 》 的 变 号 数 。 鲍 如 ， 庄 
列 
3 2, 3, 5 ~4, 2 
的 变 号 数 是 4 。 
如 果 一 个 实数 序列 中 含有 等 于 零 的 数 ， 那 么 这 个 序列 的 变 号 数 
指 的 是 去 掉 零 之 后 剩 下 的 序列 的 变 号 数 。 例 如 ， 序 列 
i, 0; 3, 0, -2, 0, 1, —4, 0 
的 变 号 数 指 前 是 序列 
3, 3, —2， 1， 一 
的 变 号 数 ， 即 变 导 数 是 3 。 
在 多 项 式 jx) 的 斯 图 姆 组 (1) 由， 把 x 找 久 实数 e ， 我 们 
得 到 一 个 实数 序列 
fy file os ft oc), flc). 
这 个 序列 的 变 号 数 叫 做 多 项 式 x) 的 斯 图 姆 组 在 x=c 时 的 变 导 
数 ， 并 用 Vie ) 来 表示 ， 
定理 2 (斯 图 姆 定理 ) 设 实 系 数 和 多项式 fx) 没有 重 根 ， 并 且 
实数 a 与 5(0s 一 有 都 不 是 .PKx) 的 根 ， 那 么 了 (wx) 在 a 与 6 之 间 的 实 
根 个 数 等 于 .六 “的 斯 图 姆 组 在 x=4 与 = 加 时 的 变 号 数 的 差 
一 人 
斯 图 姆 定理 的 证 明 较 复杂 ， 这 里 我 们 不 给 出 斯 图 姆 定理 的 证 
了 明 ， 上 只 是 通过 合子 来 说 明秀 熟 习 利 用 斯 图 姆 定理 确定 实 根 个 数 的 具 
体 司法 . 
为 了 应 用 这 一 定理 来 求 出 多 项 式 x) 的 实 根 个 数 ， 我 们 可 以 
分 别 取 7(x) 的 负 概 下 和 界 及 正 根 上 和 界 必 为 a 与 b， 
通常 我 们 采用 下 述 科 便 方法 ， 我 们 知道 ， 当 1x | 充分 大 于， 
fx) 的 值 与 其 首 项 aox" 的 值 有 相间 的 符号 。 这样 ， 总 可 惧 选 取 充 分 
大 的 正 数 和 NN， 使 得 f(x) 的 实 根 都 在 ~ NN 与 N 之 间 ， 并 且 当 |x| 守 入 
时 ，f(%x) 的 斯 图 姆 组 的 每 一 多 项 式 都 与 它 的 首 项 有 相同 的 符号 ， 而 
对 于 这 样 的 六 来 说 ， 我 们 不 必 求 出 它 的 值 来 ， 就 能 很 快 的 确定 当 
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x= 症 N 时 ，KFx) 的 斯 图 姆 组 的 每 一 多 项 式 的 符号 ， 当 x= 六 时 ， 斯 
图 姆 组 的 每 一 多 项 式 都 与 它 的 首 项 系数 同 号 ! 当 x= ~ NN 时 ， 斯 峡 
姆 组 内 侦 次 多 项 式 与 其 首 项 系数 同 号 ， 而 奇 次 多 项 式 与 其 首 项 系数 
异 号 。 这 样 的 - N 与 我 们 约定 分 曾 用 符号 - 吕 与 oo 来 表示 ， 

利用 斯 图 姆 定理 了 世 可 以 分 别 求 出 入 x) 的 负 根 个 数 与 正 根 个 数 ， 
这 只 须 应 用 这 一 定理 于 区 辣 [ - ce， 人 的 与 [0，ceJ 上 。 

应 用 施 图 姆 定理 于 逐渐 缩小 的 区 间 上 ， 我们 还 能 把 多 项 式 jx) 
的 实 根 分 离开 ， 这 就 是 说 ， 能 求 得 这 样 的 闭 区 间 Ca， 中 ， 使 六 Xx) 在 
ta， 如 内 恰好 有 一 个 实 根 ， 这 一 点 在 应 用 上 是 很 重要 和 的， 

例 2 求 多 项 式 

fx) = xX + Xt — DXxi— x: + FX— 3 
的 实 根 个 数 ， 

解 多 项 式 fx) 没有 重 根 ,这 一 点 我 们 不 必 事 先 加 以 验证 ， 
因为 在 构成 斯 图 姆 组 的 过 程 中 就 可 以 看 出 f(x) 与 其 导数 是 否 互 
质 ， 

首先 求 岩 Kx) 的 斯 图 姆 组 。 为 了 避免 分 数 系数 ， 在 作 除 法 时 
加 以 用 一 个 正 数 乘 被 除 式 或 际 式 。 这样 做 ， 就 等 于 把 斯 图 姆 组 的 基 
些 多 颈 式 乘 了 一 些 正 数 ， 这 显然 不 会 政变 斯 图 姆 组 的 变 号 数 。 〈 注 
意 : 用 人 负数 乘 被 除 式 或 除 式 时 会 改变 斯 图 姆 组 的 变 号 数 ! 所 以 是 不 
人 允许 的 》 我 们 得 出 : 

四 (25 二 204 一 2xX3 一 8xT7X 一 汪 
fx) = x + Bx — x! ~ 16x+7, 
T(x) = 36x3 + 108x: — i172x + 89, 
fatx) = — Sx + B90x — 35, 

fa(x) = — 24533x — 161, 

Jstx)}=1, 


其 次 ， 为 求 出 这 组 多 项 式 当 X= ~ %= 0 和 x= co 时 的 符 
号 ， 列表 如 下 ; 
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一 到 


一 一 一 一 


1 


me 


| -| | 
+|- -|+|: 
本 到 本 到 区 得 
所 以 多 项 式 jf(x) 有 一 个 正 根 ， 没 有 负 根 。 
由 定理 1 可知 4 是 它 的 一 个 正 根 上 界 ， 故 fx} 的 唯一 的 实 根 
在 0 与 4 之 间 。 
例 3 求 多 项 式 
TCX) = x + SX 1 
的 实 根 个 数 ， 并 把 根 分 离开 。 
解 ”f(x) 的 斯 图 姆 组 是 
jz) = w+ 3x 1, 
FX) = Bx + Bx, 
fatx) = 2x+1, 
js=1,。 
容易 算出 ，V{ -~ eeo) =3，Y(0)=1，VY(eo)=0， 所 以 ， 扩 x) 有 两 
人 外 负 根 ， 一 个 正 根 ， 共 三 个 实 根 。 
按 定理 1 可 以 算出 ，f(x) 的 负 根 二 界 与 正 根 上 界 各 是 - 生 与 2。 
于 是 可 列表 如 下 ， 


fotx) f(x) fi{x) fatx) Ytx) 


中 


从 表 中 可 以 看 出 ， 帮 xx) 的 三 个 根 分 别 在 区 间 
[一 3 — 2), [一 1， 0], [0， 12 


内 。 


练 习 九 


1. 证 明 奇 次 实 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 。 

2。 求 下 列 多 项 式 根 的 上 上、 下 办， 

C1Y xt+ dxi— Bx — 10x+ 14 

(C2) 3x4— 2xi+X—1, 

3。 利用 源 图 姆 组 确定 下 列 多 项 式 实 根 的 个 数 ， 并 用 相 邻 的 整 
数 把 实 根 分 离开 : 

《17 23+3X 一 54 

C2) x4—x—1s 

(C3) xtt dx!:— 12x+9, 

4， 证 明 站 次 多 项 式 之 # 个 根基 为 实 单 根 的 充 要 条 忻 是 它 的 
斯 图 姆 组 由 n+ 1 个 首 项 系数 皆 同 号 的 多 项 式 组 成 ， 


310 有 理 系 数 多 项 式 


关于 有 理 系 数 多 项 式 我 们 讨论 两 个 问题 ， 在 有 理 数 域 上 的 可 约 
性 ， 有 理 根 的 求法 ， 

首 名 讨论 有 理 系 数 多 项 式 在 有 理 数 域 上 的 可 约 性 。 

我 们 已 经 知道 ， 册 代数 基本 定理 ， 在 复数 域 上 每 一 个 次 数 大 于 
1 的 多 项 式 都 是 可 约 的 ;而 在 实数 域 上 每 一 个 次 数 大 于 2 的 多 项 式 
都 是 可 约 的 对 于 有 理 数 域 上 的 多 项 式 ， 癌 题 要 复杂 得 多 .事实 
上， 在 有 理 数 域 上 存在 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 ， 这 是 以 下 讨论 的 
自然 结果 ， 

关于 有 理 系 数 多 项 式 的 可 约 性 ， 我 们 证 明 两 个 问题 ， 有 理 系 数 
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多 项 式 在 有 理 数 域 上 的 可 约 性 归结 为 整 系数 多 项 式 在 整数 环 上 的 可 
约 性 和 给 央 一 个 判断 整 系数 多 项 式 在 整数 环 上 是 不 可 的 的 充分 妈 
作 ， 
设 f(x) 是 任意 有 理 系 数 多 项 式 . 若 TIx) 的 系数 不 全 是 整数 , 那 
人 么 以 天 zx) 的 系数 的 分 母 的 最 小 公信 和 数 届 fx)， 就 得 一 个 整 系数 
多 项 式 kj 人 xz)7， 显 扔 ， 多 项 式 fx) 与 kf(x) 在 有 理 数 域 上 同时 可 约 
或 同时 不 可 的 ， 这 样 ， 讨 论 在 有 理 数 域 上 的 可 约 性 时 ， 只 需 讨 论 整 
系数 多项式 的 可 约 性 ， 
定义 ” 若 一 个 整 系数 多 项 式 f(x) 的 系数 互 质 ， 那 么 f(x) 叫 
做 一 个 本 原 多 项 式 . 
关于 本 愿 多项式， 以 下 的 高 斯 (Gauss) 引 理 成 立 ， 
5| 理 ”两 个 本 原 甸 项 式 的 莱 积 仍 是 一 个 本 原 多 项 式 ， 
证 明 设 
fx} = a0 taxt ta + + a Xx", 
BX) =botbixt 十 太守 t+ 十 了 
是 任意 两 个 本 外 多项式， 它们 的 乘积 
fxg(x) = C0 OXF For 
如 果 J(x) g(x) 不 大 本 原 多 项 式 ， 那 么 一 定 存在 一 个 质数 p ， 
它 能 整除 所 有 系数 cu，c!，…，c。,，、 由 于 fx) 与 g(x) 都 是 本 原 
多 项 式 ， 所 以 p 不 能 整除 f(x) 的 所 有 系数 ， 也 不 能 整除 g(x) 的 所 
有 系数 。 令 01 与 b; 各 是 f(x) 与 g(x) 的 第 一 个 不 能 被 p 整除 的 系数 ， 
我 们 考察 fCx)glx) 的 系数 c;.;。 有 
Cirr=aib, tar byri toa-abyrst rr torrbi ta; ,bs +, 
这 个 年 式 左 端 被 整除 ， 根据 选择 ai; 与 2; 的 条 性， 所 有 系数 a;-,， 
ai-2， “以 及 6,-,，b)-;，… 都 能 被 pp 整除， 因而 等 式 右 端 孙 第 一 
项 外 ， 其 它 每 一 项 也 都 能 被 p 整除 ， 因 此 乘积 as;p， 也 必须 被 p 束 
除 . 由 于 p 是 一 个 质数 ， 所 以 了 必 整 除 a; 或 bj ， 这 与 假设 矛盾 ， 
由 此 可 证 我 们 的 第 一 个 问题 . 
定理 1 设 A(x) 为 任 一 整 系数 多 项 式 ， 那 么 ，jF(x) 在 有 理 


8 和 


数 域 上 可 约 当 和 且 仅 当 (x) 在 整数 环 上 可 约 ， 
证 明 如 困 f(x) 在 整数 环 上 可 约 , 显 然 ,f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 
其 次 , 设 f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 则 有 
HX) = h(xIh xX), 
这 里 有 (x) 与 hatx) 都 是 有 理 系 数 和 多项式， 次数 者 低 于 fx) 的 次 
数 ， 
令 h(x) 的 系数 的 公分 母 是 b,， 那 么 


h(x) = g(x), 
b; 


这 里 g(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 叉 令 gi(x) 的 系数 的 最 大 公约 数 为 
qs 那 必 


h(x) = f(x), 
而 (Xx) 是 一 个 本 原 多 项 式 ， 同 理 ， 


hz(X) = fa(x), 
Fr 


而 fo(%) 是 一 个 本 原 多 项 式 ， 
于 是 


- G10 
f(x) = Ppl (x)fa(x) 


= Thx)falx), 


其 中 了 与 是 互 质 的 整数 ， 且 s 汪 0， 由 于 六 x} 是 一 个 整 系数 多 项 
却 ， 所 以 多 项 式 户 (xpP(xy 的 每 一 个 系数 与 r 的 乘积 都 必须 被 * 整 
除 ， 但 ?与 s 互 质 ， 所 以 人 (x)js(x) 的 每 一 个 系数 必 被 s 整除 ， 这 
就 是 说 ，s 是 多 项 式 广 (xz) 户 (x) 的 系数 的 一 个 公约 数 , 由 引 理 ， 
jtx)j2(X) 是 一 个 本 原 多 项 式 ， 因 此 ，s=1， 从 而 
fx) = [ritx) fx). 

fi(Xx) 和 f(x) 显然 各 与 h(x) 和 各 h(x) 有 相同 的 次 数 。 这 样 ，f(x) 
肝 忆 分 解 成 两 个 次 数 都 低 于 它 的 整 系数 多 项 式 的 隘 积 ， 亦 即 i{x) 在 
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整数 环 上 可 约 ， 
关于 整 系数 多 项 式 在 整数 环 上 的 可 约 性 ,克朗 泰克 (Kronecker) 
曾 给 出 一 个 判 疡 方法 。 但 是 这 个 方法 非常 麻烦 ， 几 平流 有 实用 价 
人 导 。 下面 我 们 介绍 一 个 简单 易 行 的 判断 整 系数 多 项 式 为 不 可 约 的 方 
法 。 
定理 ? (区 森 斯 坦 因 Eisenstein 判断 法 ) 
设 
Hx) = a0 +X TO 
是 一 个 整 系数 多 项 式 、 若 是 能 够 找到 一 个 质数 p， 使 
1。 首 项 系数 #. 不 能 被 p 整除 ， 
2。 其 余 各 项 系数 都 能 被 上 整除 ， 
3， 常数 项 m 不 能 被 如 整除 ， 
那么 多 项 式 (x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
正明 大 1x) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 那 么 由 定理 1 ，f(x) 可 以 
分 解 成 两 个 次 数 都 低 于 = 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 
f(x) = g(xIhCX), 
这 里 
BCX) = bot hxt. + bx, 
hx)} = cot ext + KX!, 
并 县 n，1<n, +1=n， 由 此 得 出 
do = boco 
因为 m 被 整除， 而 p 是 一 个 质数 ， 所 以 如 或 am 被 5 整除 ， 
但 mm 不 能 被 严整 除 ， 所 以 bo 与 co 不 能 同时 被 p 整除 ， 不 久 假 定名 
被 ?了 整除 而 c* 不 被 p 整除 。 gx) 的 系数 不 可 能 全 被 p 整除 ， 耕 出 
1X) = BCX)hLX) 的 首 项 系数 a, =bic， 将 被 p 整除， 这 与 假设 藉 
盾 ， 仿 g(xX) 中 第 一 个 不 能 被 p 整除 的 系数 是 b,。 考 察 等 式 
ds = boc0 th c+ + + boc,, 
由 于 在 这 个 等 式 中 a;，b,-,，…， 了 都 被 p 整除 ， 所 以 b,co 也 必 
镀 ? 了 整除， 但 了 是 一 个 质数 ， 所 以 5， 与 ct 中 至 少 有 一 个 被 p 整 
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除 。 这 是 一 个 矛盾。 

容 用 苹 森 斯 坦 因 判断 法 很 容易 证 明 以 下 事实 ， 

有 理 数 域 上 有 任意 次 的 不 可 约 多 项 式 ， 

事实 上 上 上， 对 任意 的 正 整数 mn ， 很 容易 写 出 满足 定理 2 的 条 件 的 
不 可 的 多 项 式 , 例 如 , f(x) =x*+2 就 是 这 样 的 一 个 多 项 式 ， 

艾 森 斯 则 因 判 断 法 不 是 对 于 所 有 整 系数 多 项 式 都 能 够 直接 的 应 
用 ， 因 为 满足 判断 法 中 的 条 件 的 质数 不 总 存在 。 若 是 对 于 某 一 多 项 
式 fx) 找 不 到 这 样 的 质数 了 ， 那 么 fx) 可 能 是 不 可 约 的 ， 也 可 能 
是 可 约 移 。 例如， 对 于 多 项 式 光 +1 与 x+3x+2 来 说 ， 都 不 存在 
注 足 判断 法 的 条 忻 的 质数 ， 但 是 然 前 一 个 多 项 式 是 不 可 约 的 ， 而 后 
一 个 多 项 式 是 可 约 的 。 

有 时 对 于 某 一 个 多 项 式 f(x) 来 说 ， 英 条 斯 坦 因 判断 法 不 能 家 
接应 用 ,但 是 把 f(x》〉 适当 地 变形 后 ， 就 可 以 应 用 这 个 判断 法 ， 

例 1 令 p 为 一 质数 ,那么 多 项 式 

fx) Xx? 1 +x? 十 十 光 十 1 
叫 敌 分 园 多 项 式 。 我 们 证 明 ， 分 国 多 项 式 让 有理数 域 上 不 可 约 , 在 
这 里 不 能 直接 应 用 芯 森 斯 坦 因 判断 法 。 但是， 如 果 令 x=y+1， 那 
么 由 于 f(x)= 关 二 -， 我 们 得 到 


中 
XX—1 


《yy+1)7 一 1 
《3 十 1 一】 
二 
J 
= oy +t tcp 
g《y) 的 首 项 系数 不 能 被 bp 整除， 其 余 系 数 都 是 二 项 式 系数 ， 到 而 都 
是 整数 ， 它 们 都 能 被 p 整除 .事实 上 ， 当 ic p 时 ， 
人 了 且 ( 了 一 1 "(tp-i+1) 
上 i! 
的 分 母 与 p 互 质 ， 所 以 分 子 中 的 Dp 不 可 能 被 消去 . 但 g(y) 的 常数 项 
cy-:=p 不 能 被 p? 整除 。 于 是 ， 由 上 龙 森 斯 坦 因 判断 法 g(y) 在 有 理 
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g(ty)=fty+1)=- 


数 域 上 不 可 约 。 因此 f(x) 在 有 理 数 域 上 也 不 可 约 。 事实 上 ， 从 
(x) = F(x) FX) 

就 会 得 到 
gty}= (y+1)fy+1). 

现在 我 们 来 讨论 有 理 系 数 多 项 式 的 有 理 根 问题 ， 

与 可 的 性 的 讨论 一 样 ， 我 们 也 可 以 限于 讨论 如 何 求 整 系数 多 项 
式 的 有 理 根 。 网 为 若是 给 定 了 一 个 有 理 系 数 多 项 式 f(x) ， 那 么 用 
系数 分 母 的 最 小 公民 数 大 乘 Kx) 就 得 到 一 个 整 系数 多 项 式 k(x)， 
而 了 0%) 与 kf(x) 蔚然 有 相同 的 根 . 

定理 3 若 有 理 数 一 #0，(s，r) = 1， 是 整 系数 多 项 式 

fx := MT 十 自生 二 
的 根 ， 那 么 rja,，s[an。 
证 明 因 二 是 Kx) 的 根 ， 则 


(Da) aD) te 


aof tor 3 十 ns =0, 


By 


于 是 
or* = ~ (art tt os"! )s, 

岂 此 ，slaor"， 再 由 (3, r) =1 可 知 (s, +")=1。 从 此 便 得 siao。 同 
理 rla,， 

推论 1 设 A(x) 为 首 系数 是 1 的 整 系数 多 项 式 ， 那 么 了 (*%) 
的 有 理 根 必 为 整数 ， 

推论 2 设 了 了 (x) 为 整 系数 多 项 式 .¢ 为 了 (x) 的 任 一 整数 根 ， 
那么 ，* 必 为 (x) 的 常数 项 的 约 数 . 

这 两 个 推论 都 可 由 定理 直接 得 出 ， 

根据 定理 3 ， 我 们 得 到 一 个 求 有 理 根 的 方法 ， 

写 出 整数 ao 与 a, 的 所 有 约 数 ， 以 o 的 约 数 为 分 母 ，a; 的 约 数 


0 


为 分 子 得 到 有 有限 个 有 理 数 . 于 是 ， 如 果 j(x) 存在 有 理 根 ， 则 必 在 
这 些 有 有理 数 之 中 ， 因 此， 只 需 用 这 些 有 理 数 逐个 试验 便 可 。 
例 2 求 整 系数 多 项 式 
fx) = t+ NI XbX—2 
的 全 部 有 理 概 ， 
骸 qo=3,， da, = 一 人， 
-2 的 约 数 ， 1， 一 1，2， 一 2} 
3 的 约 数 ，1， 一 1，3， 一 3。 


于 是 需要 检验 的 有 理 数 ， 
T， 一 1， 全 -也 ， 2， 一 2， 2 -三 ， 
则 有 
EE 
jtx) | 12 | -8 | 0 ] -| 100 | 0 | 2104 本 


所 以 ,1(x) 共有 两 个 有 理 根 ， 卫 与 一 2。 

由 推论 2 ， 和 欲求 一 个 整 系数 多 项 式 f(x) 的 整数 撒 ， 只 须 用 常 
数 项 的 约 数 来 试验 即 可 。 当 常数 项 的 约 数 比较 多 时 ， 过 个 的 拿 来 试 
验 是 很 麻烦 的 。 下面 的 事实 能 使 验算 简化 些 ， 

首先 ，1 与 -1 永远 是 常数 项 的 约 数 ， 而 计算 1(1) 与 1( 一 1) 并 
不 困难 ， 另 一 方面 ， 车 整数 c (lc 二 1) 是 1(x) 的 根 ， 那 么 必 有 

x) = (xX— cI)q(X), 

其 中 g(x) 必 为 一 整 系数 多 项 式 ， 因此 商 


1(1) _ _ -1) __ 
cal) 与 一 a( ~1) 


都 应 该 是 整数 这样， 我 们 只 需 用 常数 项 的 那些 使 高- 大 1 与 


长- 1) 都 是 整数 的 约 数 来 进行 试验 就 够 了 。 


已 二 
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例 3 求 多 项 式 
fx) =x — 2Xt— Xx—6 
的 有 理 根 ， 
解 ” 因 为 f(x) 的 首 项 系数 等 于 1 ， 由 推论 1 ，ftx) 的 有 理 报 
必 为 台 根 ， 所 以 只 求 Kx) 的 整数 根 即 可 ， 
常数 项 - 6 的 约 数 ， 土 1， 士 2， 土 3， 士 6。 
我 们 先 算出 ft 与 大 一 1); 
Tel1» = — 8, (1)= 一 名 , 
所 以 ， 工 与 -1 都 不 是 fx) 的 根 ， 
其 次 ， 由 于 
8 -8 -8 -8. 
2+1” -2-1’ 6-1” -686-1 
都 不 是 整数 ， 所 以 2，- 2，6，- 6 都 不 是 f(x) 的 报 。 但 
一 -8 
3-1” 3+1” ~3-1 -3+1 
都 是 整数 ， 所 以 约 数 3 与 ~3 在 试验 之 列 ， 再 应 用 综合 除法 ， 
1 -2 -1 -6é 
于 nn 


1 -5 14 -48 
这 说 明 3 是 蕊 2 的 一 个 根 ，- 3 不 是 fx) 的 根 。 综 上 记述 ， 洒 多 项 
式 只 有 一 个 有 理 根 ， 且 为 整数 报 3 。 同 时 我 们 得 到 
fx) = (xX- 3){(xl+%+2), 

容易 看 出 3 不 是 x*+x+2 的 搬 。 所 以 3 不 是 f(x) 的 重 报 。 

从 二 2 我 们 可 以 看 出 ， 用 定理 3 的 方法 求 有 理 报 时， 在 试验 过 
程 中 要 碰 到 一 些 分 数 的 运算 ， 这 当然 是 比较 麻烦 的 。 推 论 1 与 2 说 
明 ， 首 项 系数 是 1 的 整 系数 多 项 式 的 有 理 很 都 是 整数 ， 而 检验 整数 
根 要 方便 些 ， 下 面 事实 说 明 ， 求 任意 整 系数 多 项 式 的 有 理想 的 问题 
都 可 归结 为 求 整数 根 的 问题 

任 一 整 系 数 多 项 式 


2 


有 和》 = Aa0x" FAX 1+ + Xa 
以 go ' 乘 f(x)， 得 
Qo fx) = (a0x)" + adox) "+ Ao0taox)" + 
+ i" on Ox) dr, 
在 后 一 多 项 式 中 ， 令 = cox， 得 到 
BY) 一 7 十 站 十 CoGa3 二 二 01 
显然 ， 把 By) 的 一 切 根 都 除 以 a 后 就 得 到 f(x) 的 一 切 根 。 特 别 
地 ， 把 g(») 的 一 切 有 理 根 都 除 以 ee 后 就 得 出 Kx) 的 一 切 有 理 根 ， 
但 gy} 的 首 项 系数 是 1 ， 因 此 g(?) 的 有 理 根 只 能 是 整数 。 这样， 
只 需 象 例 3 那样 ， 求 出 g(y) 的 一 切 整数 根 ， 就 能 得 到 f(x) 的 一 切 
有 理想 ， 
例 4 胃 求 整数 根 的 方法 求 例 2 中 多 项 式 f(x) 的 有 理 根 ， 
解 用 3: 恬 ftx)， 并 且 令 y=3x， 得 
SY = + 5 + 3 + 459 -54, 
我 们 求 g(y) 的 整数 根 ， 
首先 ， 计算 gt1) 与 gt 一 1); 
gt1)=0, gt —1)= -100, 
所 以 ，1 是 gty) 的 一 个 根 ， 于 是 
BY = ty- 1h( iy), 
而 hiy) = +6y:+ Oy+54d, 
再 求 h(y) 的 整数 根 . 为 此 ,我 们 用 常数 项 64 的 约 数 来 进行 试验 ， 
但 hiy) 的 系数 都 是 正 数 ， 所 以 ，h(y) 没有 正 根 。 因 此 ， 只 须 用 常 
数 项 的 负 约 数 来 试验 就 行 了 . 
54 的 负 约 数 ，--1，-2，-3，-6，~-9，-18，--27，-5d4， 
而 
nel1)=70, h(t—1)=54, 


对 于 每 一 个 负 约 数 c 计 算 卫 与 卫 一 ， 我 们 发 现 ， 除 了 


c= ~ 6 外 ， 其 余 的 约 数 都 不 是 及 (y) 的 根 。 这 样 ， 多项式 g(y) 恰 有 
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两 个 整数 根 1 与 -6 ， 因 而 原 多 项 式 fx) 怡 好 有 两 个 有 理 根 ， 
3 与 -2. 

景 后 ， 利 用 有 理 根 的 性 质 作 两 个 例题 . 

例 5 求证 f(xy=2a-3x+1 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

证 因为 Kx) 是 三 锭 的 ， 所 太 如 果 可 约 必 可 分 解 为 一 个 一 次 
因 式 与 一 个 二 次 因 式 的 乘积 。 从 而 f(x) 必 有 有 理 根 。 因 为 ftx) 的 
首 项 系数 与 常数 项 都 是 1 ， 所 议 其 有 理 根 必 为 整数 c， 昌 ci1， 即 
= 二 1， 但 帮 上 17=0， 即 士 1 都 不 是 f(x) 的 根 ， 故 f(x) 在 有 理 数 
域 上 不 可 约 ， 

例 6 证 明 w3 蚌 无 理 数 . 

证 车 v2 为 有 理 数 ， 则 x:-2 用 理 根 ， 即 /2, 但 x?-2 
的 常数 项 -2 的 约 数 二 1， 土 2 都 不 是 它 的 根 ， 所 以 了 不 是 有 理 数 ， 
即 2 为 无 理 数 ， 


练 习 十 
1. 判断 下 列 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ， 
C1) x:+l1; {2) xt+1; 
C3) wt 二 + 1; (4) x — Bx + 12xXl+2, 


($5) x*+px+1， 呈 为 奇 质 数 ， 
《6) xt+ dExXt+1， 丰 为 闽 数 ， 


2。 证明 如 果 豚 约 分 数 。 是 整 系数 多 项 式 fx) 的 根 ， 虽 


gq™plfct)}, q+plf(—1)., 
3、 设 作 x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 证 明 ， 如 困 ft0)，f(1) 都 
是 奇数 ， 则 (x) 不 能 有 整数 根 ， 
4， 设 天 X) =ax ”Tax + 十 和 ixXd+ar 为 整 系数 多 项 式 ， 
车 go，a, 为 奇数 ， 且 了 1) 与 所 ~-1) 中 至 少 有 一 个 为 奇数 ， 则 fx) 
没有 有 有 开 根 ， 
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5。 求 下 列 多 项 式 的 有 理 恨 ， 

(1) x — 6x:+15x—14, 

C2 dx — ?x — SX-—1) 

(3) XI +Xt— XI — 1dX:— 11xX— 3, 


8311 部 分 分 式 


我 们 现在 应 用 学 过 的 多 项 式 的 整除 理论 ， 讨 论 把 有 理 分 式 天 示 
成 部 分 分 式 的 问题 。 
设 
T(xX) =A0X" TAX + +any 
BCX}Y = box™ + hx" t+ +h,y 
而 gtx) 竹 0， 我 们 把 形式 为 
jx) GoX 二 QIX + + 
g(xX) box™ +hx T+. +b, 
的 元 子 叫 做 数 域 F 上 的 有 理 分 式 ， 
在 这 里 和 假定 大 家 已 经 熟悉 有 理 分 式 的 有 关 概 念 ， 性 质 和 运算 方 
法 ， 
如 果 有 理 分 式 《1) 不 是 真 分 式 ， 即 deg jxX) 之 deg g(x), 那么 
利用 带 余 除法 ， 则 有 
fx} = ECXIICNX) + roX). 
其 中 或 1(x) = 0 或 deg r(x)<deg g(x)。 
于 是 


《1》 


f(x) F(x) 
g(xX) = (Xx)+ atx) ” 


即 有 理 分 式 《1) 或 者 它 就 是 一 个 整 式 ， 或 者 可 以 写成 一 个 整 式 与 
一 个 真 分 式 的 和 。 这样， 我 们 只 需 讨论 真 分 式 的 分 解 问题 ， 
我 们 把 形式 为 


W(x) 
Dp (x) 
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的 分 式 ， 其 中 BCx) 是 不 可 约 多 项 式 ， 而 deg u(x) 之 deg px)， 电 做 
简单 分 式 。 一 些 简单 分 式 的 和 叫做 部 分 分 式 。 例如 
1 x 二 1 1 
Xx-1’” xit+t2’ (xit+2) 


都 是 实数 域 上 的 简单 分 式 ， 而 


1 i 1 +1 1 
Kl CO! Kl x TY 
都 是 实数 域 上 的 部 分 分 式 ， 


下 面 的 两 个 引 理 说 明了 分 解 有 理 分 式 为 部 分 分 式 的 可 能 福 ， 
引 理 1 设 -是 马上 的 有 理 分 式 . 如 果 分 母 g(x) 可 以 写 


成 两 个 互 质 多 项 式 的 乘积 ; 
多 《其 ) = EINIECK), (BX gCX)) =1, 


那么 么 -号 可 以 分 解 成 ， 


jx) YX) w(x) 


SCX) BI(X) gg2(X) " 
证 明 由 (81(x)，gz(x)) =1， 可 关 存 在 两 个 多 项 式 w(x) 对 
31(x)， 便 
MXJBIMX) + vitx) ga x) = 工 。 
两 疹 深 以 f(x) 即 得 
ix} = xu (NBN) + fx x) gx), 
全 W(x) = 了 XCx)，y(x) = f(x)vi(x)， 则 得 
TX) HXIBIXYI FT VOXIBN) 
BLX) Bi1t XI 福茂 


_ V(x) | u(x) 
gi(w) Etx)} " 


引 理 2 设 pL*) 是 上 不 可 约 多 项 式 ， 那 么 有 理 分 式 -人 


(XxX) 
(8 这 1) 可 以 分 解 成 
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_ x) a) 
p’' CX) pix) px) p(X) 
其 中 (x)，f2(x)，…，f; (x) 或 者 次 数 低 于 p(X) 的 次 数 或 者 是 圭 
多 项 式 ， 
证 明 和 用 带 余 除法 ， 用 p(x) 踪 f(x) 得 
站 二 下 区) + 1 (XY), 
再 用 p(x) 除 g(x)， 得 
(RD = DEXIGX) + fCX), 
这 样 继续 作 下 去 ， 直 到 
ds:—1tX)}= 站 人 区 人 0 + f(x). 
把 每 一 9, xz)Gi=s-1， -2，… 1) 依次 代入 前 一 个 等 式 ， 则 得 
大 基站 二 下 (CX)fotx) tp (xIfR) tr 
+t p(x x) Tx). 


于 是 便 得 窝 求 的 分 解 式 ， 
OX) fx) xz) ,x) 
p(X) fotx) + p(x) " p(X) p' (x) 


由 以 上 两 个 引 理 ， 可 证 下 面 的 分 解 定理 。 
定理 三 上 的 每 个 有 理 真 分 式 都 可 表示 成 部 分 分 式 。 即 可 以 表 
示 成 一 些 简 单 分 式 的 和 。 


证 明 设 -了 -是 下 上 的 性 一 有 理 真 分 式 。 


由 因 式 分 解 定理 ，g(x) 有 标准 分 解 式 ， 
BCX) = bop "1 (Xx) "ps "(XY 


应 用 绰 理 1 ， 可 得 
HX OX (x) 
gCX) bop 1 {X) pir(x) ” 


再 应 用 引 理 2 ， 便 可 得 到 所 要 求 的 形式 ， 
特别 是， 在 复数 域 上 ， 不 可 约 多 项 式 全 是 一 次 的 。 因 之 ， 简 单 
分 式 几 为 如 下 形式 ; 


EH 


其 中 k, ce 者 是 复数 ， 
在 实数 域 上 ， 不 可 约 多 项 式 是 一 次 或 二 次 的 ， 即 x-ce 或 
x?+px+g， (PP 一 4 一 0) 这 两 种 ， 因 之 ， 简 单 分 式 必 为 如 下 形式 ， 
. 大 与 如 X 十 四 ， 
(x—e)" V(x:+px+g)" 
其 中 ，c，a,，b，p，94 都 是 实数 ，pi - 44 过 0， 
站 数学 分 析 中 ， 求 有 理 甬 数 的 不 定 积分 时 ， 用 到 的 就 是 实数 域 
上 的 部 分 分 式 ， 
引 理 研 与 2 实际 上 也 给 出 求 部 分 分 式 的 方法 ， 而 根据 定理 ， 可 
以 利用 待定 系数 法 来 做 。 
例 在 实数 域 上 ， 把 有 理 分 式 
fx) _ 六 一 45+T1104 一 14x +T18xz 一 9x 十 1I5 
ECX) X7 一 3X6 7X 13X+16x — 16x:+12x—4 
分 解 咸 部 分 分 式 ， 
解 ”分母 在 实数 域 上 的 标准 分 解 式 为 
gCX) = CX—1)(x + 2)2, 
因为 原 有 理 分 式 为 真 分 式 ， 所 以 根据 定理 ,可 设 
fx) Q 


glx) Xl xl Coy 
dx+te | dxtes . 
xz 十 之 (x2+ 2)2” 
以 (x 一 1)(x?+2)? 习 等 式 两 端 ， 得 
XE 一 4X5 二 11 1d4x?+18x:— x+15 
=ax— 1)(x2+2): + bx—1) (x + 2)t+ ex + 2)2 
+ ldxte) (x + ox— 1 + (dxte) (x— 1):, 
这 里 有 七 个 待定 的 系数 ， a, b, ce dis el d2; 22。 所 以 需要 从 上 
式 中 找 出 二 个 关系 式 。 为 此 
令 x=1， 得 18=9c， 故 c=2， 
人 xx=0, 得 15= a- 4b+ de- 2el-es, 
令 x= 一 1， 得 72=36a-18bT+9c+24d 24e:+ Bd 一 8ez。 


二 
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比较 上 式 两 端 x* 的 系数 ， 可 得 
1=a+di, 

比较 xs，x%，x 的 系数 ， 恢 次 得 
一 4= 一 204+ 户 一 3 + et 
11:= 5a—b+c+5d— 3e t+ d, 
9=—8a+4p-2d+6e md +3e, 


从 以 上 七 个 关系 式 解 出 : 
ga=1, b= -1 c=2, d=0, e= -1, =0，e=3。 
故 所 求 分 解 式 为 
fx) 1. 二 一 -1 十 2 
gx) x—1 (xX—1): (x—1)’ 
一 3 


十 1 vv -~ 
和 十 2 


练习 十 一 
1。 在 实数 域 上 ， 把 下 列 分 式 分 解 为 部 分 分 式 ， 


51 
(4) {X24 9x — 2X+5)" 


2。 设 a、b、c 互 不 相同 ， 把 
(a~-b}(b-cte-a) 
(XxX—a{tx—b)(x— ce) 
分 解 成 部 分 分 式 。 
3。 试 求 
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1 1 
-一 - -十 -一 -十 :十 i , 
1]*23 -2:34 3*4:5 nni l(tnt2) 的 和 


习 题 二 


1， 证明 加 困 (f(x)，g(x))=1， 划 
《下 /客人 fx) + g(xXI}=1., 

2, 证 明 若 了 (tx)，(x)，…， 了,(x) 两 两 互 质 ， 且 
fx) = ff (Xx (CX) 


gi(X) = J ， f=1, 2, :-, &§ 


旭 存 在 h(x}，hicx)，…'，h,{x) 俩 
BXINICK) + gat XIha ax) tr tg CRIh x) =1, 

3。 证明 次 数 大 于 0 的 多 项 式 f(x) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 的 
方 虞 的 充分 必要 条 性 是 ， 对 任意 多 项 式 g(x) 必 有 ({j(x)，g(x))= 1 
或 洛 对 于 某 一 正 整 数 m，J(x)|g"(x)。 

4, 证 明 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(x) 是 某 一 个 处 可 约 和 多 项 式 
的 方 基 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 多 项 式 g(x) ,h(x), 出 fx) 整除 
g(xX27htx)] 以 推出 ， 

jx) g(x) 或 者 f(x)|h"(x》 (mm 为 某 一 正 整 数 ). 

5, 设 x-a 是 了 (xX) 的 KK(K 污 1) 重 周 式 ， 证明 x -a 也 是 g(x) = 
jx)+ (9 一 Xx)J'(X) 的 及 重 因 式 ， 当 天 =1 时 ， 此 命题 对 否 ? 说 明理 
由 ， 

6。 设 p(x) 是 1(X) 的 导数 了 (x) 的 一 1 量 因 式 ， 能 否 断 定 ptx) 
.是 jx) 的 上 重 因 式 ? 

7 试 闫 定 9、b， 使 (x 一 1)?|axt+bx3+1， 

8， 若 Y cs0， 都 用 x) = 了 (xX~c)、 求 证 了 (x) 为 常数 ， 

9. 证明 x" -1 能 被 x -1 理 除 的 充分 必要 条 件 是 dn， 

10. 证 明 车 了 (x)|fCx”) 则 了 (x) 的 根 只 能 是 人 或 单位 根 ， 
11.， 右 p(x) 为 实数 域 上 的 不 可 芍 多 项 式 ，f(x) 为 实数 域 上 任 
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意 多 项 式 ， 并 设 fx) 与 p(x) 在 复数 域 上 有 公 根 e 证明 p(x) 17(x)。 
12。 利 用 斯 图 姆 定理 讨论 实 系 数 多 项 式 x?+ px+9 的 根 。 
13。 设 JX) =1+X+ 于 ++ 这 一 .证 明 ， 当 #8 为 奇数 时 ， 


1(x) 恰 有 一 个 实 根 。 当 nn 为 偶数 时 ，1(x) 没有 实 根 。 
14。 证 明 ， 对 于 任意 kk， K-11， 多项式 
(Xx 2) (XxX— BCX— TX— 9)+ 
tktix— 3)(x— B(x— 8)(X— 10) 
有 四 个 互 蜡 实 根 ， 把 这 些 实 根 分 离开 来 ， 
15。 已 项 fx)=x+bxz+ex+da 为 整 系数 多 项 式 , 生 bd+ced 
是 奇数 ， 证 明 ，f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 
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第 三 章 ”多 元 多 项 式 


前 面 讨论 了 一 元 多 项 式 ， 但是， 有些 问题 还 涉及 多 元 多 项 式 。 
本 章 将 介绍 多 元 多 项 式 的 概念 ， 对 称 多 项 式 及 其 应 用 ， 


$ 1 多 元 多 项 式 的 定义 及 运算 


我 们 还 是 入 给 年 的 数 域 为 基 荆 ， 用 文字 xx ，% 代表 
个 可 运算 的 符 导 ,或 称 n 个 未 定 元 ， 

我 们 把 形 如 

axl!l xii .xl 
的 式 子 叫做 下 上 的 一 个 于 元 单项 式 。 其 中 4 是 下 中 的 数 ， 时 做 该 单 
项 式 的 系数 ; ,sy,，… ,1 都 是 非 负 整数 ， H+ 1+… +1, 叫 向 该 单 
项 起 的 次 数 ， 

F 上 的 商 个 单项 式 axi!l xXx? xn 与 bxilxi xin 如 果 =， 
一 ， 上 ,= 5s， 则 称 这 两 个 单项 式 是 同类 的 。 量 然 同 类 的 单 项 
式 必 有 相同 的 次 数 ， 但 反之 则 未 六 

定 兴 ] 设 Qxiixit XX 
上 与 不 同类 的 一 些 单项 式 ， 我 们 把 如 下 的 式 子 : 

XI XI Nt xt Xt XE a xls C1) 
叫 做 三 上 的 一 个 关 元 多 项 式 ， 其 中 紫 一 单项 式 叫 做 《1 》 的 项 ， 系 
数 不 为 零 的 项 的 最 大 次 数 叫 做 多 项 式 (1 ) 的 次 数 ， 系 数 全 是 零 的 
多 项 式 叫 做 零 多 项 式 ， 记 作 0 ， 对 零 多 项 式 不 定义 次 数 . 通常 用 
了 cy Xs 元 多 项 冻 , 或 者 就 简单 的 
记 作 了 ，&8 ，… 等 。 
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为 了 书写 方便 ， 我 们 约定 ， 
1， 系 数 是 零 的 项 可 以 略 去 不 配 ， 
2。 系 数 是 1 的 项 的 系数 可 以 略 去 不 写 ; 
3。 对 每 一 文字 xi ， 都 令 x'=1， 而 且 可 雇 略 去 不 写 ， 特别 
地 ， 记 xx px 二 1， 
例如 ， 二 元 和 多项式 
Xi Xa) = 2XIY TF OXI Xs + Le XX 十 二 和 1 入 
就 可 简 记 为 
fx Xa) = DN + XiXs + 1。 
定 光 2 Cy XK jitXiyX2 Xa) 为 忆 F 上 的 任 二 # 元 
多 项 式 、 如 果 放 与 ;所 有 的 同类 项 的 系数 全 相等 ， 则 称 刻 与 f; 相 
等 。 记 作 所 = 产 . 
根据 这 个 定义 ， 在 于 元 多 项 式 的 表达 式 《〈《1 ) 中 各 项 的 先后 次 
序 可 任意 调动 ， 即 允许 按 任 何 次 序 写 出 多 项 式 的 各 个 项 ， 
下 面 我 们 来 定义 4 元 多 项 式 的 加 法 和 莱 法 ， 
定义 3 任 给 F 上 的 落 个 # 元 多 项 式 


f {Xiy Xo XX, ) = Tati t, X1Xit Xr 《2) 
BX, Xs Xe) = Phir KIXI Xen, (3) 
我 们 称 # 元 名 项 式 


hx Kas Xs) = Elak, tbonkei, XEXEE Ea 
为 了 与 g 的 和 ， 记 作 

Xl Ra Rn) + BCX XI Re) = NL Ks Ne , 
求 和 的 方法 叫做 加 法 ， 

为 了 定义 # 元 多 项 式 的 隘 法 ， 我 们 先 来 规定 两 个 单项 式 的 乘 

法 ， 设 

各区 Nin Nin, 

bx Xz Xin, 
为 任 二 单项 式 。 把 单项 式 


abx it + 1X!2 + iz 本 
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册 做 axitx:z…xsa 与 bxllxi…xxn 的 积 ， 
定义 4 对 给 定 的 两 个 * 元 多 项 式 (2) 与 《3 ) 按 以 下 方法 
可 以 得 到 一 个 # 元 多 项 式 ， 用 (2) 的 每 一 项 〈 单 项 式 ) 与 (3) 
的 任何 一 项 〈 单 项 式 ) 相 乘 得 一 些 积 《单项 式 ) ， 把 这 样 得 到 的 全 
部 单项 式 加 起 来 得 到 一 个 和 多项式， 这 个 多项式 叫做 和 多项式 〈2 ) 与 
《3) 的 积 。 记 作 : 
TRL Na 
求 两 个 多 项 式 积 的 方法 吓 杖 生 法 ， 
我 们 知道 一 元 多 项 式 有 两 种 自然 的 书写 上 方法， 一 种 是 从 次 数 较 
恢 的 项 写 起 ， 依 次 写 出 次 数 较 高 的 项 ， 即 所 谓 升 壬 写法 ， 男 一 种 是 
从 次 数 较 高 的 项 写 起 ， 依 次 写 出 次 数 较 恢 的 项 ， 即 所 谓 降 天 写法 ， 
我 们 春 到 ， 这 两 种 写法 在 许多 问题 的 讨论 上 是 很 方便 的 ， 同 样 地 ， 
我 们 也 需要 对 多 元 多 项 式 的 项 规定 一 个 先后 次 序 ， 从 而 使 多 元 多 项 
式 有 一 个 相应 地 书写 方法 ， 以 便于 问题 的 讨论 。 但 是 与 一 元 多 项 式 
的 捕 况 不 同 ， 我 们 并 不 能 对 多 元 多 项 式 的 项 按 其 次 数 规定 一 个 先后 
次 序 ， 这 是 因为 有 相同 次 数 的 项 可 能 不 只 一 项 (如 Xix! ,x!xs,xi ， 
Xi 都 是 次 数 等 于 3 的 项 ) ， 这样， 仅 按 次 数 就 不 能 区 草 它 们 的 先后 
次 序 . 然而 ， 我 们 可 以 模仿 字典 的 排列 原则 ， 从 而 对 多 元 多 项 式 的 
项 给 出 一 个 区 别 先后 次 序 的 方法 。 因此、 把 这 种 排列 项 的 先后 次 序 
的 方法 也 叫 司 字典 排 列 法 ， 
， 这 种 方法 是 这 样 的 ， 对 于 任意 单项 式 
OX Kis nt 
都 唯一 地 确定 一 个 nn 元 数组 
{Kis Kay: SR), 
我 们 撕 它 叫 散 单项 式 axit xi: …xi， 的 指数 组 。 显 然 ， 不 同类 的 单 
项 式 所 对 应 的 指数 组 也 不 同 。 因此 ， 只 要 我 们 能 够 对 # 元 数组 按 排 
一 个 适当 的 先后 次 序 ， 相 应 地 就 能 对 任 二 单项 式 按 排 先 后 次 序 ， 
设 人 Ryka Ko) 与 (本, 了 2，… 4,) 为 两 个 不 同 的 4 元 烙 组 ， 如 时 
在 数列 
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Rh m1, kK. oi. 
中 第 一 个 不 等 于 零 的 数 是 一 个 焉 数 ， 换 衙 话说 : 若是 存在 这 样 的 一 
个 1， 使 得 
大; 一 在 二 有 了 一 下 二 人 
我 们 就 裔 (了 Ke) 旋 于 《2 记 作 : 
CRs Ray rr KR) hh, 
容易 知道 ， 对 4 元 数组 规定 的 这 种 先 于 关系 “>” 有 以 下 性 
质 : 
] 》 对 任 二 站 元 数组 (kK KR) 与 二 1 以 下 三 种 
关系 有 了 器 仅 有 一 个 成 立 ; 
《Re 
Ck sk ) > (Ts 1), 
(Tip td RI KR 
2 ) 传递 性 ， 车 
(Ris KR Lis ) 
(hyd ) > (Si Ss) 
那么 
【下 31 
这 在 ， 相 应 地 就 可 对 任 二 不 同类 的 单项 式 按 排 先 后 次 序 了 .如 
果 单 项 式 oxi…xxss 的 指数 组 先 于 bx0…x:" 的 指数 组 ， 我 们 就 说 单 
项 式 axf…x*” 高 于 bxixir。 于 是 只 著 把 两 项 中 较 高 的 一 项 写 
在 前 边 ，n 元 多 项 式 j(%1,…,xs) 就 有 了 一 个 确定 写法 ， 
例如 ， 多 项 式 
下 XI KayX3》 = DRXI 和 + XI N+ 
探 字典 排列 法 写 册 来 就 是 
了 (XiyXa2yX3)》 = 十 和 MX3 十 2XIX3XY 。 
我 们 看 到 ， 把 一 个 多 项 式 按 字典 排列 法 写 出 后 ， 次 数 较 高 的 项 ， 并 
不 见得 一 定 排 在 前 面 . 
住 一 个 按 字 上 典 排列 法 写 出 的 多 项 式 中 ， 前 面 第 一 个 系数 不 为 零 
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的 项 时 做 这 一 多 项 式 的 首 项 。 关 于 首 项 我 们 有 以 下 定理 ， 这 一 定理 
和 在 下 一 节 里 娶 用 刘 。 
定理 1 当 六 (xiyxa 0 时 ,乘积 
jx Xi X29 xc) 的 首 项 等 于 f(xi,xy，…' ,x,》 的 首 项 
与 5(xiyxz ,X,) 的 首 项 的 苹 积 ， 
证 明 设 FIxtxz Xo) 与 gLXi5%2 Xe) 的 首 项 分 呈 为 

加 其 让 Xba xb, hax Xs Xin 
其 中 a 考 0,，b 兰 0， 为 了 证 明 它 们 的 筠 积 

站 有 
为 了 8 的 首 项 ， 只 要 证 明 它 的 指数 组 

(prt, pati, …， 卫 ,十 可 
先 于 乘积 1 g 中 其 它 各 项 的 指数 组 就 行 了 。 事 实 上 ，f g 中 其 它 各 
项 的 指数 组 是 

(pitkiy, petka, 1 Dr +k,) 
或 者 

‘lita tt+d2s ,1, +q.) 
或 者 

lit ky 十 其， 下) 
由 (pi 了 

{tis dz 7 I (Kis Ray rs, Ks 


得 
《pl 二 pz 十 Gy 十 可) 
> pit kipat kis, ps +E,) 
《Di + gis D+ 33 °°" Dr + a) 
> (tte ba ft zs" sth, t+ .) 
是 明显 的 ， 


同样 有 
(fi+ qi, li+ di, "sy t, + 0} 
> {T+ ki, ly + Kk;, "a 了 十 把 
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由 传递 性 即 得 
pit+ qispat+ ga Ds + O12 
> tkils tks st, + ks), 
这 就 证 明了 abxf oz 12%?n' st 高 于 其 它 各 项 ， 因 此 ， 它 是 
首 项 . 
推论 如果 (xi XX 才 0，g(X1yX2;"…*3X4) 天 0 ， 那 么 
jgA0.， 
定理 2 若 了 xi,X2;"…',X%,) 是 机 次 和 多项式， (Xl X29 "区 ,) 
是 1 次 多 项 式 ， 则 
C1) 下 +# 的 次 数 不 大 于 夫 与 1 中 较 大 的 数 ; 
‘2) 车 /是 吉 次 齐 次 式 “ 基 站 的 每 一 单项 式 都 是 堪 次 的 )， 
而 g 是 :次 齐 次 式 ， 则 fg 是 m+ 次 齐 次 趟 ; 
C3) fg 的 次 数 等 于 吉 + 1 
证 明 (1) 与 2) 是 显 然 的 ,为 了 证 明 〈3 7) 成立， 我 们 把 
(xiyxa… Xn) 写成 
fiXis Xas "rs Xn) = 2 ftXi Xz Xo) :其 中 (Xl1y MX2 
*, 小 是 i 次 齐 次 多 项 式 ， 我 们 把 它 叫 愉 站 xx yx) 的 1 次 齐 次 
成 分 ， 显 然 ， 任 意 次 数 的 多 项 式 都 能 唯一 的 写成 这 种 形式 ， 


如 果 gCXiy X29"…*' Xa) 二 2 8 (xl Xay…yxn)y 其 中 加 ) (Xl XI 
了 一 站 


% 小 症 上 次 齐 次 和 多项式。 那么 乘积 
hxXis 2 = f(x Xa yn) ECX X29, 区，) 的 划 次 齐 次 
成 分 是 


he XL Ns = 》 fi Xi N23 XB (XI XE 
= 


rjes 
特别 地 ，#FCxoxa yx 的 最 高 次 齐 次 成 分 为 
其。 《XI1 X23 一 于 xi， X2 (Xl Nay Hi) sy 


由 此 可 见 ， 了 与 8 的 情 积 上 的 次 数 等 于 m +1, 
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上 比 外 ， 前 一 章 第 一 节 中 对 于 一 元 多 项 式 讨论 的 所 有 人 性质 对 于 
元 多 项 式 来 说 也 都 成 六。 这 里 不 再 重 述 了 


练 习 一 


1.， 试 按 字 典 排 列 法 ， 排 出 下 列 多 项 式 的 项 : 

C1) 5X43X3XH 十 XSX3 一 %1X4 + Xx! + XI, 

CL) XIX2X3 十 XIX3X + XX! 一 

2. 设 fx yxo) 关 0 ， 证 明 : 在 在 数组 cy ,cs;,…， ww, 使 
clyczymie 0D, 

3. 设 了 和 上 是 FE 上 的 非 零 m 元 和 多项式， 证 明 ， 如 果 产 g 是 单 
项 式 ， 则 了 与 g 都 为 单项 式 。 


3 2 对称 多 项 式 


对 称 多 项 式 是 多 元 多 项 式 中 的 一 种 特殊 类 型 ， 它 的 来 源 之 一 及 
应 用 的 主要 方面 是 一 元 多 项 式 根 的 研究 。 因 此 ， 我 们 从 一 元 多 项 式 
的 根 与 系数 的 关系 说 起 ， 
设 
fx = + + a,, 
是 上 的 一 个 多 项 式 ， 如 果 wi， fy 是 fx 的 4 个 很 ， 那么 由 
事 达 公式 ， 则 有 
一 好 1 二 次 十 站 2 十 二 让 
G2 二 Rt at Ri 


一 站 3 = ia + HR + T An ny 


《 一 1» Tan = iff 十 Ra'* ts 
{—1) 0, = A, 
这 里 我 们 看 到 ， 系 数 对 称 地 依赖 于 个 根 ， 一 般 地 ， 以 下 所 个 
108 


Rn 元 多 项 式 : 
1 二 并 十 
人 3 = KXa 十 XINXS + re No Xn 
C1) 
Go 
Fs = KIX2 Xn 
就 是 对 称 地 依 闵 于 个 闵 学 Xi,X2s… ,XxX, 的 。 
为 了 便于 以 下 讨论 ， 我 们 首先 需要 把 “对称 ”的 意思 说 清楚 ， 
定居 设 j{XiyXa Xs) 为 一 8 元 多 项 式 , ,i2,…,i， 是 1， 
2 ,…, 7 的 任 一 排列 。 如 果 
fx XE = 和 jg 
Xx) 是 对 称 和 多 项 式 。 换 句 话 说 :fxiyxz， ,x*:》 不 因 文 字 的 排列 方 
法 不 同 而 不 同 。 
全 如 了 x NX) = Xx + XX + XIN Xl 
+ NIX3 + XIXi. 
就 是 一 个 三 元 对 称 多 项 式 ， 
再 有 《1 中 的 每 个 都 是 :元 对 称 多 项 式 ， 把 它们 叫 司 初等 对 
称 多 项 式 . 
根据 定义 ， 若 是 对 称 多 项 式 fxiyxax 含 有 形 如 
OX Xts Xt 
的 项 ， 那 各 fxayxz Xi 也 必 含 有 一 切 形 如 
OX i Xie Xi 
的 项 . 此 处 指数 ki kes bh 上 ;是 指数 组 ki， K2, i | K. 的 任意 
一 种 排列 ， 
不 难看 出 ， 对 称 多 项 式 的 和 与 积 仍 是 对 称 多 项 式 ; 对 称 多 项 式 
的 多 项 式 也 还 是 对 称 多 项 式 ， 这 就 是 说 ， 如 果 户 ， 户 ，…， 思 都 是 
关于 xi 32，…，%r 的 对 称 多 项 式 ， 而 8 (yy,… yn) 是 任 一 多 
项 式 ， 那么 
Blfis fos yg fn) = Ex Xs ry Xn 
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是 关于 xX，x2，:""，X: 的 nn 元 对 称 多 项 式 ， 
特别 地 ， 初 等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 还 是 对 称 多 项 式 . 反之 亦 
然 ， 每 一 对 称 多 项 式 都 可 写成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 。 即 有 
定理 ”对 于 中 上 任意 一 个 * 元 对 称 多 项 式 fx xx 都 存 
在 下 上 的 一 个 #* 元 多 项 式 5(7 ,32 ,yrs)， 性 得 
FOXiy Xas Kn) = BAT 人 2 人 
并 且 这 样 的 g(y1,Y2,…;Y:) 只 有 一 个 ，。 
证 明 首先 证 明 这 样 的 gy1,Y2,…;y,) 是 在 在 的 ， 
设 对 称 多 项 式 f (i ,Xi，… ,x*,) 的 首 项 为 
dX X20 C2) 
我 们 指出 ， 作 为 对 称 多 项 式 首 项 ， 其 指数 组 必定 满足 以 下 不 等 式 ， 
LE 
否则 ， 就 一 定 有 某 一 个 i ， 使 k ;<<k;+1， 这 样 ， 对 称 多 项 式 中 也 
一 定 含有 项 
XI XE tI 
显然 ， 这 一 项 高 于 项 (2) ,这 与 (2 ) 是 了 的 首 项 的 假定 矛盾。 
现在 我 们 作 一 个 初等 对 称 多 项 式 o,， cz，…，on 的 单项 式 ， 
B= 00 tp ge Fk _ 
g! 是 xi，x，…，x%e 的 对 称 多 项 式 ， 它 的 首 项 是 
OX 《六 1 入 2 下 2 Te KN NR) XX 
= XIl XE Nh 
其 与 f 有 的 首 项 相同 ， 
由 了 减 去 85， 两 个 首 项 互相 消去 .办 而 
fi=f-gi 
的 首 项 低 于 了 的 首 项 ， 并 且 二 人 仍 是 对 称 多 项 式 . 
对 所 重 复 施行 上 述 消 去 首 项 的 方法 ,我们 得 到 对 称 多 项 式 
万 = 六 一 中， 
其 中 g: 也 是 cl,oz， ,的 一 个 单项 式 ， 而 世 的 首 项 低 于 思 的 首 项 ， 
如 此 继续 作 下 去 ， 对 于 某 一 个 上 ， 我 们 将 得 到 疡 =0. 事实 
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上 ， 设 


bx Xiz Nhn {3) 
是 某 一 ,的 首 项 。 由 于 f; 是 对 称 多 项 式 ， 所 以 必 有 类 似 的 不 等 式 ，; 
LP 二 

男 一 方面 ， 项 《3 》 当然 低 于 了 的 首 项 ， 因 而 
kl, 57 


因 汐 ,是 一 个 确定 的 非 负 整 数 ， 所 以 同时 满足 不 等 式 (C4) 与 (5》 
的 指数 组 (414,12，…,1,) 只 能 有 有 限 多 个 。 因 此 ， 也 只 能 有 有 腿 个 
对 称 多 项 式 f 不 等 于 零 ， 从 而 必 有 某 一 个 s， 使 1, =0。 这样， 我 
们 得 到 一 串 等 式 ， | 
fi=f-—gi; 
f= 1 ~ Br; 
-= 一 
0=f1,_1.~g;:，, 
把 它们 加 起 来 ， 我 们 得 到 
f=g1+g2+:" +g;, 
其 中 每 个 g ;都 是 初等 对 称 多 项 式 901,0;,… a， 的 单项 式 ， 即 了 可 以 
写成 01，93，…，0。 的 多 项 式 ， 这 也 就 证 明了 g (yy4… ;3 ) 的 
存在 性 ， 
下来 证 骨 这 样 的 g 只 有 一 个 。 这 就 是 说 ， 如 果 h(yiyy yy) 
区 8 (yyy: 9) 那么 必 有 : 
hig 0 ) RO OT ), 
为 此 ， 我 们 这 样 考虑 ， 令 hn-g=4W， 于 是 去 证 : 
车 392 … 04) 天 0 就 行 了 ， 设 


U029 "905) = 了 bt Oiltngtr (6) 


我 们 知道 
Dir, ek OHO De 
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的 首 项 为 
bey peek CKD 1 CXL) Fe eee KIX2 Xn) 
一 入 二 和 tt (7) 

不 难看 出 ， 泊 (KiyKzas KR) 世 (lz 1,) 时 ， 必 有 

(Rit kst er kn kat et Eos Re tiat .+h, stst 
十 了 
这 说 胡 〈6 7》 中 不 同类 的 项 所 对 应 的 首 项 也 不 同类 。 因此， 这 些 首 
项 彼此 不 能 相 消 。 显 然 ， 它 们 与 ulo1.04;… 0:) 中 的 其 它 各 项 也 不 
能 相 消 。 从 而 只 要 2(y1yz py 天 0 居 有 W1902;"… 901) 到 0， 定 
理 证 完 . 

这 个 定理 岂 做 允 称 多 项 式 基本 定理 定理 的 证 明 过 程 就 是 把 一 
个 对 称 多 项 式 具 体 表 示 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 的 过 程 ， 

例 1 把 三 元 对 称 多 项 式 x! +Xx!++x) 表 为 go1,0;,03 的 多 项 
式 ， 

解 x+xi+% 的 首 项 为 Yi， 它 的 指数 组 为 (3,0,0) ， 而 


Bi=0 "G1 "0 = gl. 


于 是 
fi=f-gi= Xi+Xi 十 大 一个: 
一 Xi +t x! + Xi 一 《其 十 x+ Xa) 
= 一 3(X1X2 t+ KX + XI Xs KX + XXa + Xaxl) 
— BANLXIXI, 
fi1 的 首 项 是 -3xix;， 指 数组 是 (2，1，0)， 市 
B82= — 30 gs 0 = ~ 3007, 
于 是 
j2=f1— gz 
=x! +Xir Xl 0! + 300s 
= 3XLX2NI 
= 373 。 
至 此 便 得 
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f=g1tgitfz 
=0} 3007+ 303。 
注意 ， 该 例 还 可 由 下 法 求 出 gs。 因 为 的 首 项 指数 组 为 《1,1， 
1 ) ,所 以 


B= 30, 0 104 = 303 


于 是 

f=f:—g3=0 
即 

f= B83 
故 


f=gtg +83= 0 300:+ 303, 
对 守 较 党 杂 的 例子 ， 用 待定 系数 法 比较 方便 ， 我 们 通过 例题 来 
说 明 这 种 方法 。 先 引用 一 个 记号 ， 设 axit X27 xt" 是 一 个 单项 式 。 
我 们 用 记号 
Lax 1 xt 2 .Xin 
表示 由。 axttxi xia 经 过 文字 Xx，… ,XxX， 的 一 切 排 列 所 得 的 一 
切 示 同 的 项 的 和 这样 得 到 的 多 项 式 显 然 必 为 对 称 的 ， 而 且 是 齐 次 
的 。 例 如 
LX! = LX XI Nt = N+ It 
Tx x = DXI XN NE = XX + IAI HT i 
EX Nn = KIX2' Rs 
例 2 把 对 称 多 项 式 fx xx) = 荆 X1%? 表 示 成 01,02,*…， 
ga 的 和 多项式， 
解 ” 由 前 面 定 理 的 证 明 我 们 知道 ， 所 求 的 表示 式 的 项 g ;完全 决 
定 于 了 ,人 1,… 的 首 项 ， 而 这 些 首 项 必须 满足 以 下 条 件 ; 
1》 每 一 了 ,的 首 项 都 低 于 了 的 首 项 ， 和 有 着 那么 太 的 首 
项 低 于 fi 的 首 项 ; - 
2 ) 每 一 首 项 有 的 指数 组 sh. 请 是 :i 之 后 之 之， 
3 ) 每 一 首 项 的 次 数 都 等 于 4 (在 这 个 例 于 时 了 是 一 个 四 次 齐 
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议 式 ， 因 而 每 一 f ;也 是 一 个 四 次 齐 次 式 )， 
从 了 的 首 项 指数 组 开始 ， 写 出 满足 上 述 条 件 的 一 切 可 能 的 指数 
组 ， 以 及 对 应 的 8;， 这 样 我 们 可 列表 如 下 ， 


指 数 组 Bi 

2200. E1021-?022-0= 02 

1 1 0 gr =a0 7 lglgy1-? 0 
T1111:: ga=bol-igri~igsl lo ?= bho, 


这 梓 ， 多 项 式 了 可 以 写成 g ;的 和 
f=gitg8+gs= 0 +a00 十 Dos， 
为 了 决定 系数 与， 我 们 用 以 十 方 法， 
先 取 X= %i= X33=1，X4 = "三 xX; 二 9。 对 于 这 一 组 数 ，f 的 植 
等 于 3 ， 而 go,，0:，gs，04 的 值 各 为 3 ，3 ，1 ，0 。 所 以 
3=9+0:3*1+b:0 
从 而 2= 一 2. 
抽取 和 = 和 = XxX3= X= 1,Xs = 二 二 这 时 了 的 值 尘 于 6 ， 
而 wz，2:，53，os 的 值 分 列 为 4 ，6 ，4 ， 工 ， 所 以 
6=36—2.4+*4+b.1 
从 而 b= 2， 于是， 我 们 得 到 
f= ExXixXi=0: -29003+20, 
如 果 给 定 的 对 称 多 项 式 1 不 是 齐 次 和 多项式， 那么 ， 就 要 先 把 } 
了 号 成 一 些 齐 次 成 份 的 和 。 这 些 齐 次 成 份 显然 都 是 对 称 的 ， 这 样 就 可 
以 对 每 一 齐 次 成 份 应 用 上 而 所 指出 的 方法 。 
推论 设 F 上 前 项 系数 为 1 的 一 元 和 多项式 f(x) = x + ax"-! 
+eG2xX 十 Qixt+o 并 设 4 ，429…，#, 为 六 (x) 的 # 个 根 。 
这 时 F 上 的 任意 对 称 多 项 式 g (x1,x2，…,,) 在 * =a; (i=1，2…， 
8)》 时 的 值 如 (ayez,…,&.) 均 为 F 中 的 数 ， 
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证 明 ”根据 定理 ,将 g(x1,X2,…' XxX,) 天 为 F 上 的 ioz 02o 的 
多 项 式 ， 不 新 设 为 
XI Nas "其 中 
六 1"…, 丰 ,为 F 中 数 ， 于 是 ， 由 韦 达 公式 有 
gid) = 二 
因为 4 ，4 由 91，G， 0 都 是 下 中 数 , 所 局 (elyez "0) 
必 为 中 的 数 ， 
做 为 对 称 多 项 式 的 一 个 应 用 ， 我 们 在 这 里 给 出 = 次 多 项 式 的 判 
出 式 。 
设 复 数 域 上 上 的 一 元 多 项 式 
站 区) = Xx" FAX + 人 二， 


的 nn 个 梳 为 Xl KIN 作 差 积 的 平方 : 


D(X Xs ss) = 开工 【区 | — x, 


显然 1 有 重要 的 充分 必 刘 条件 是 Dixixa ,Xx,) =0， 如 何许 算 
了 (xy 3 的 值 呢 ? 我 们 把 了 (xi xx》 看 成 是 4 个 文字 
x12 px 的 多 项 式 ， 易 知 它 是 对 称 多 项 式 。 根 据 对 称 多 项 式 基 
本 定理 ， 有 

D(x Xa Xa) = D (G1,02, 04) 
因为 Xi ，…,X, 是 JX) 的 7 个 根 ， 所 以 ， 由 书 达 公式 可 知 ， 

Ti= 00= 0 0 = (~ 1)"g., 
于 是 

六 (xx 有一 0 一 

= D" {a0 0) 

由 推论 知 

Dr"* (aystas On) 
是 一 个 复数 ， 当 五 "aiygz Ge) = 0 时 ， 万 (xia A) =0. 我 
们 把 D* Caryaz,… ,01,) 称 为 多 项 式 1 (Xx) 的 判别 式 。 

例 3 求 1(X) = x:+ gx+gs 的 判别 式 ， 
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解 ” 设 jCx) 在 复数 域 上 的 两 个 根 为 x,，x;。 则 
D= (xX 一 和 


应 用 待定 系数 法 将 吃 表 成 关于 g1，0 的 多 项 式 。 由 于 


指 数 组 有 
2 0 | B10 d=07 
| 


于 是 
D=g!i t+ ag = (Xt+ X22) + a(x X2) 
取 ”* = x=1， 和 代入 上 式 ， 得 a= -4， 所 以 
D= gi- 40o; 
理由 韦 达 公式 有 ，g1= -Q，02= qz， 裤 


D'=0i- dg;, 


练 习 二 


1， 已 舌尖 于 Xl，x;， XI， Xs 的 对 称 多 项 式 f 中 ,含有 项 ， 
3xixzXI3X4， 是 否 一 定 含有 王 询 各 项 ? 并 述 理由 ， 

C11) XXIx! Ns Co) SXXIXI XL 

(C3) BXXIXIX Cd) xixix,, 

2。 写 出 甘于 入 ，xs，% 的 三 次 齐 次 的 对 称 多 项 式 ， 

3。010203 是 否 是 关于 Xi，Xi，"…*，X: 的 对 称 多 项 式 ? 其 首 项 
为 何 ? 

《4。 将 下 列 对 称 多 项 式 用 初等 对 称 多 项 式 表示 出 来 。 

二》 foxy Xs NX3) = LX! xs, 

C 2) fxs Xas KX3) = CXL + Na) (Kz + Ky) (Xs + x1), 
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《3 》 fry Xrs Xa) = XaXzt Xd CKaX3 + XI) (KIX] 十 2 
5。 设 za，t as 是 方程 
SX Bx 二 了 YX 一 入 三 站 
的 三 个 根 ， 计 算 
《ai tt qq tol) (tai 十 全 03 十 0 (a + oa+ ns) 


的 值 . 


$ 3 分 母 有 理化 


做 为 对 称 多 项 式 的 一 个 庶 用 ， 我 们 来 介绍 分 母 有 理化 的 方法 。 
大 家 都 知道 ;在 计算 分 数 时 ， 常 常 需要 把 分 数 的 分 母 化 为 有 理 数 。 
这 个 过 程 ， 中 学 代数 里 叫做 分 母 有 理化 。 对 于 较 简 单 的 分 数 ， 例 
如 ， 
7 _ 5 ,3 
ww ? 1+w3” 1+1 
等 等 ， 很 容易 将 它们 有 理化 。 但 是 对 于 较 复杂 的 分 数 ， 例 如 ， 
v5+2 1 
BA4+t3B2I+tl Ba+tw 5 
的 分 母 如 何 有 理化 ， 需 要 很 高 的 技巧 。 因而 有 必要 给 出 一 个 方法 ， 
利用 它 可 以 按 步 又 ， 将 分 数 的 分 母 有 理化 。 对 称 多 项 式 的 理论 可 以 


， 提 供 这 样 一 个 方法 ， 昌 然 它 还 不 能 彻 帘 解决 我 们 的 问题 ， 得 它 适用 


于 相当 广泛 的 一 类 分 数 ， 
定理 ” 设 g(x)#0 是 有 理 数 域 Q 上 的 多 项 式 ， 而 “为 CG 上 # 次 


多 项 式 


让 2 三 一 
的 根 ， 如 果 /(x) 的 x 个 根 都 不 是 8(*) 的 根 ， 则 可 将 分 数 
1 
go) 
的 分 号 有 理化 。 
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证 明 投放 的 nn 个 根 为 1 = 8， 2，…,W 把 


1 _. 
ge) 

的 分 子 分 母亲 有 咬 以 g(a2)…gta,)， 得 
ll gg) 


gC) EO) gE) (rr, ) 


这 时 ，g(eDgtws) go) 是 上 nn 元 争 项 式 g(xX1)g(X2) g(xX,) 在 
xiseii=1y2 1h) 时 的 值 ， 而 gx)g(0xz》…8(Cx) 显 然 是 对 称 多 
项 式 ， 故 由 上 节 推 论 可 知 g{a1)g(az)…gle，》 为 @ 中 的 数 。 即 有理 
数 。 证 明 完了 ， 

有 了 这 个 定理 ,我 们 自然 会 想到 ， 加 果 有 一 个 方法 ， 在 不 知道 
Qzs 01 的 情况 下 ， 可 将 gLa2)…gter) 计 算出 来 ， 那么 把 分 数 


LL 
BA) 
的 分 子 分 母 同 乘 以 (es)…g(a,) 之 后 ， 就 得 到 与 -二 相等 的 分 母 


为 有 理 数 的 分 数 
ECO) BC) 
Elagto2) BC 
王 面 就 来 指出 这 样 的 方法 ， 因 为 已 知 a = a 为 fx) 的 根 , 用 x 一 a 
除了 (x) 得 
fx) = CX), 


其 中 
qeX)= Xi bx Ft m1)* i 

由 于 iyG2 ,0 是 1(X) 的 nn 个 根 ， 扬 以 qz,@3，… ,a ;为 4(xX) 的 rn 一 1 
个 根 。 面 gt&2)…gla) 是 n 一 1 元 对 称 多 项 式 g(xX2)'…g(x,) 在 xX;=a; 
(i=2,…,n》 轩 的 值 ， 克 由 上 节 推 论 的 证 明 过 程 知 ， 可 将 g(a2》… 
g(ar) 表 为 bi,b2，… ,bs- :的 多 项 式 ， 这 样 ,就 在 不 知道 f2，… ,a 的 情 
况 下 算出 gla2) ga)。 
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归纳 以 上 的 讨论 ， 受 把 。 一 ， 的 分 母 有 亚 化 ， 可 按 下 列 步 坚 进 


re 


1 人 
1 ) 先 确定 g(x)}， 使 x= ag 时 ，g{a) 为 已 知 的 分 酝 ， 
2 ) 找 出 以 a 为 根 的 有 理 系 数 名 项 式 作 x)， 并 且 使 1(x) 的 所 有 
的 根部 不是 gtx》 的 根 ; 
3》 以 x 一 a 除 1(x)， 算 出 商 式 
qtX) =x" bx t+ 1)" :pis 
4) 将 hn 一 1 元 对 称 多 项 式 g(x2)…g(Xx,) 化 为 037 027 0 1-1 
的 多项式 @ (90 ,02 0 -1)， 这 里 4 092 G0 -1 为 加，X3， 
…X, 的 初等 对 称 多 项 式 。 然后 ， 再 用 b ;代替 o ,得 
四 DG 
= BAD ECO ) 
这 里 gi，… ,Gar 为 9(x) 的 根 ， 
5) 用 g(a@,) g(a. ) 同 时 乘 一 ay 的 分 于 、 分 母 便 实现 了 分 母 
有 理化 . 
例 1 将 分 数 
ww8+2 
如 4+3&2+1 
分 母 有 有理 化， 
解 1)》 当 取 &=& 2 时 ， 则 有 
BAX) 二 3 
使 得 gta) 之 值 为 原 分 数 的 分 母 , 
2 ) 雇 ga= 及 2 为 根 的 多 项 式 为 
jx) = —2 
它 是 这 样 求 出 的 ， 令 
X= 
两 过 立方 得 
xx = 了 
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从 而 知 
XI 一 上 
仿 以 A 2 为 根 ，。 
3 ) 用 综合 除法 求 出 以 x AA2 除开 xX) 的 商 式 ， 


1 0 0 -2 
| 1 B29 (2) 0 


商 式 为 
q(x) = x ox+ta dd 
4) 求 gfez)gfes) 之 值 ， 因 为 
gfeoz)gfeas) = (0: + at 1) (or: + rst+1) 
是 关于 w，gs 的 对 称 多 项 式 ， 可 用 关于 az，os 的 却 等 对 称 多 项 式 
fi =b,= 一 上 2 = .03 十 上 
0 =b= ad = A203 
者 出 ， 即 
gaa)gk63) = ami + Bons + Hr3)} + (oa: toi) 
+ Oraat+ Bq + eat1 
= CQO203) + S043 C02 + 03) + (a2 + a) 
— 20203 + 9(0203) 十 Saz + qs) +1 
-oFtdo0 ito:+7o,+30,.+1 
= tI AC + 2 )? 
+ TS 2)+1, 


=8ard 一 2 一 5， 
5 》 分 子 分 母 同 俏 以 8 4 一 地 2 一 5 得 
vw 65+2 (5 +2)(8M 4 -2 7 


i 一 


MINIT (MAt+3y 2 +1) (BY TA 6 


_{( 5+OBS 4 2 一 5) 
41] ， 
这 己 针 对 无 理 数 分 母 ， 如 何 确定 gx) 的 构造 ， 大 但 得 注意 的 . 


它 是 与 & 的 选择 有 关 的 ， 在 上 例 中 ， 如 取 
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外 = 如 
则 gtx) 将 是 
ECX)=X+t1 
此 时 g(x) 的 构造 虽然 简单 了 ， 但 以 e 为 根 的 fx 将 复杂 些 ， 因 为 ， 
如 念 
X= 避 4 十 32 
x3=58+I88/ 4 +548/ 2 
=58+18(8/ 4 +33 2) 
= 58+ 18x 
即 以 A 4 +3A 2 为 根 的 多 项 式 为 
fix) = x — 18x—58 
所 以 ，&a 的 选 法 对 计算 量 的 火 小 是 有 关 的 ， 但 光 论 如 何 ，g(X%) 总 是 
存在 的 .这 只 要 选 整 个 分 母 为 0 ，g(x) = x 就 可 以 了 。 有 时 间 能 会 
复杂 些 ， 但 总 是 可 行 的 ， 
例 2 将 分 数 
1 
Yr 
的 分 母 有 理化 
解 1 ) 取 a = 及 3 + 5， 于 十 g(x)=x， 合 得 Be) 之 值 为 原 
分 数 的 分 母 ， 
2) 求 以 a 为 根 的 有 理 系 数 多 项 式 f(x)。 为 此 ， 令 
X=w3+w5。 
移 项 得 
(XxX~ v5)=A83 
将 上 式 两 边 立 方 得 
XB 5X2+15x 一 5w 5 = 
移 项 得 
Xt 15X—3= 53 十 5) 


两 端 间 时 平方 ， 得 
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— 15xt— x3+75x:— 90x— 116=0 
因此 ， 以 六 3 + 5 为 根 的 有 理 系 数 多 项 式 为 
f(x) = x 15xt— x3+75x:— 90x— 116 
3) 岂 x 一 C3 + 5) 除 久 Xx) 得 商 式 


gC) 二 3 一 Db1X4 十 bax? 一 bax? + hx— bs 


其 中 
-hh=A/3+ 5， 
bea=9+2d 3 5 -10, 
-b=3% 9 5 -10v 5 ~3, 
hi=15M9+6 5 -10 3w 5 -333+25 
~bs=5d/ 9 5 +38 3 5 -2583 
-39 +25w 5—15, 
4 》 特 g(xX2a) g(xe) 表 为 4,004,0340439; 的 多 项 式 
BCX2) BXe) = XX3 Ki = Os 
于 是 
gla) EC60) = bs 
1 
5) 3+ 5 
BCz)… BC) _ bs 


CY + Bgtagta) (M3 tv 5)°bs 


5 9 5 +3 3 5~2583 -3 9 +25v 5 一 15 
(Ir SS/ 9 S193/ 9 5-253 3 -38 9+25v 5 -15) 


DY HV S13 FV 5-25N/ -3 9+25v 5 -15 
116 
由 上 述 推 导 看 到 ， 采 用 例 2 的 方法 来 选取 与 g(x), 电 可 以 由 已 
给 的 分 数 立 刻 确定 。 除 此 之 外 ， 在 解 例 2 的 过 程 中 还 可 以 看 到 ， 步 
骤 4) 与 5》 也 可 以 不 必 计 算 而 写 出 结果 。 事 实 上 ， 总 有 
Ba yp 
BCA BO RG) = dad = On 
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而 5._， 和 4a, 已 经 在 步骤 2》 和 3) 中 计算 出 结果 了 ， 虽 然 如 此 ， 
对 于 较 茧 杂 的 分 数 的 分 母 ， 用 例 2 的 方法 求 f(x) 和 qtx) 的 计算 工 
作 还 是 相当 繁重 的 。 


练 习 三 


1。 将 下 趟 分 好 有 再 化; 
ci _ YY3+2 
A +3a/2+1 
7 

C2) 1-23+w 2 


2。 村 满足 丙 巴 方程， 试 将 分 式 分 母 有 理化 ， 


. 加 有 
(2) a teat+ + d= 0, 


1 er nr _ 
(3) Tn or mm toa 1= 人 0, 


站 题 三 


1。 设 f(x1y X29 yx)ygfxiyx xs) 是 匡 革 多项式 ,日 gtxi， 
2 Xn ) 玫 0, 证明 ， 对 尾音 一 组 数 e162,… ,Cc，， 如 时 ger,c2s"， 
cr) 天 0， 刚 大 天 cc py Co)=0， 那 么 ,并 和),X) 必 为 零 多 
项 式 ， 

2。 试 将 下 列 各 式 用 初等 对 称 多 项 式 表示 出 来 ， 
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3。 设 ci，c， 妇 是 实 系数 多 项 式 
和 十 PBX2 十 如 区 十 


的 根 。 计 算 
和 
C1) YS a, 《2) La'g; 


4。 证 明 三 次 方程 
NI TX + dX+ fi= 0 
的 三 个 根 a;，a2，a3 成 等 差 级 数 的 充 要 条 件 为 
2 — md + 2703 = 0,， 
5。 设 x1，xz，…，X: 是 
大 和) = x" Hox Ft 
的 根 ， 证 明 xz，X3，…*， x: 的 对 称 多 项 式 , 可 以 表 咸 X1 与 ,2，*…， 
a, -1 的 多 项 式 ， 
6。 设 fx) = (CX 一 X10)(X— X27 (XX 
一 入 一 个 十 二 
Si = E01,.) 
《1) 证 明 
wtf ex) 一 《S6XE 十 SIXE 1 +r toiX+ sf x) + EC(X), 
其 中 gx) 的 次 数 二 m 
《2 )》 由 上 式 证 明 牛 顿 公 陈 ， 
Si — O84 二 0 二 1) 0 
= 人 ， 对 于 二 3 
3 OBrien 二 -1)'osr= 0 对 于 kk>n, 
7。 利用 牛顿 公式 ， 用 初等 对 称 多 项 式 素 未 ;53,335,5455585。 
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第 四 章 消 元 法 


解 方程 是 中 学 代数 的 一 个 重要 部 分 ， 本 章 将 在 中 学 里 解 二 元 线 
性 方程 组 、 三 元 线性 方程 组 的 基础 上 ， 进 一 步 讨论 一 般 线 姓 方 程 组 
的 求解 问题 ， 

一 般 线 性 方程 组 的 求解 问题 包括 三 个 具体 问题 ， 

(C1) 有 解 条 件 

(2 ) 解 的 个 数 

( 3) 求 出 全 部 解 

对 有 无 穷 多 个 解 的 线性 方程 组 还 有 解 之 间 的 关系 问题 ， 即 通 解 
的 结构 河 题 ， 

”线性 方程 组 的 理论 就 是 研究 以 上 两 个 方面 的 问题 一 一 求解 问题 
和 通 解 的 结构 问题 ， 

大 家 已 经 熟悉 解 二 元 、 三 元 线性 方程 组 的 加 减 消 元 法 。 本 章 将 

指出 加 减 消 元 法 对 一 般 线性 方程 组 也 是 一 种 有 效 的 求解 方法 。 


y 1 线性 方程 组 的 同 解 


所 谓 一 般 线 性 方程 组 是 指 下 列 的 含 n 个 未 知 数 、m 个 方程 的 方 
程 组 ， 
家 11 十 十 = 
2X 十 让 32 和 et + on Xe = by C1y 
二 


其 中 未 儿 数 的 系数 gji0i= 1， 2 1 n), 党 


1&5 


数 项 b， 同 时 属于 某 一 数 域 了 ， 方 程 的 个 数 记 与 未 知 数 的 个 数 玫 不 
一 定 相等 
当 《ti) 的 常数 项 都 为 0 时 ， 称 (1) 为 齐 次 线性 方程 组 ， 相 
应 地 ， 当 方程 组 【1) 中 至 少 有 一 全 方程 的 常数 项 不 为 0， 则 称 
《1》 为 非 齐 次 线性 方程 组 ， 
证 cl，ez， py cc, 是 F 中 的 nt 个 数 ， 如 果 令 
Ni CLs NI OI sy 二 
时 ， 方程 组 (1 ) 中 每 一 个 方程 都 成 为 等 式 ， 则 称 cl，c2，…，ea 
这 mm 个 数 是 方程 组 〈1 )》 的 一 个 解 ， 
线性 方程 组 《3 ) 的 一 切 解 的 集合 对 做 方程 组 《1 》 的 通 解 ， 
定义 1 如 果 两 个 线性 方程 组 的 通 解 相等 ， 则 称 这 两 个 方程 组 
同 解 . 
线性 方程 组 的 同 解 是 一 个 基本 而 重要 的 概念 ， 它 表明 ， 对 于 两 
个 园 解 的 线性 方程 组 来 说 ， 解 决 了 其 中 一 个 方程 组 的 求解 问题 ， 就 
等 于 解决 了 男 一 个 方程 组 的 求解 问题 。 因 此 、 讨 论 线性 方程 组 求解 
问题 的 茜 本 思想 ， 就 是 把 一 个 线性 方程 组 的 求解 问题 归结 为 男 一 个 
与 之 同 解 的 耐久 易于 求解 的 线性 方程 组 的 求解 问题 . 
我 们 在 中 学 里 用 加 减 消 元 法 解 方程 组 的 基本 电 想 就 是 如 此 ， 比 
如 ， 解 线性 方程 组 
2X1— Xs t+ 3x3= 1 
| zz +2xs=6 (2) 
XL + 2X3 十 SXI 二 是 
解 、 把 第 一 个 方程 的 两 边 同 来 以 -1 和 2， 然后 分 别 加 到 第 二 
和 和 第 三 个 方程 上 ， 得 
2X1 — XI X= 1 
| Xi 一 X3 一 吕 《 7 
4X1— X3 一 了 
把 《2) 中 第 一 个 方程 商 边 间 乘 以 1 和 一 4 ， 再 分 别 加 到 第 一 
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和 第 三 个 方程 上 ， 得 


Xi 一 XI= 3 Co)” 
3x3 一 一 了 全 


把 《2 )* 中 第 一 个 方程 两 边 同 乘 以 元 ， 再 把 第 三 个 方程 两 边 同 


乘 以 然后 把 第 三 个 方程 两 边 同 邓 以 1 和 1， 分别 加 到 第 二 和 
第 一 个 方程 上 ， 得 
Xl 三 9 
x;= 一 1 (C3) 
X= 6 


根据 中 学 所 讲 的 方程 性 质 ，(3) 与 (2) 同 解 ,于 是 9， 
1， 一 6 就 是 原 方 程 组 (2? ) 的 解 ， 

这 里 确实 把 原来 较 复 杂 的 方程 级 《2 ) ， 用 加 被 消 元 法 变 为 
与 之 同 解 而 又 易于 求解 的 线性 方程 组 (3 》、 从 而 解决 了 (2) 的 
求解 问题 ， 我 们 将 把 这 个 方法 推广 到 一 般 线性 方程 组 上 法 ,为 此 
给 出 

定义 2 ”以 下 两 种 变换 线性 方程 组 的 方法 ， 统 称 为 线性 方程 组 
的 初等 变换 ， 

I) 税法 变换 ”用 一 个 不 等 于 零 的 数 上 大乘 方 程 组 中 某 一 个 方 
程 的 两 端 ， 

《1) 消 法 变换 ”把 方程 组 中 革 一 个 方程 的 K 倍加 到 另 一 个 方 
程 上 寺 ， 

定理 ”如 果 线 性 方程 组 《<*，〉 用 初等 变换 化 为 方程 组 (…*)》， 
则 (〈*) 与 〈《*) 同 解 ， 

证 明 仪 就 消 法 变换 作证 明 ， 信 法 变换 的 情形 留 给 读者 自己 证 
明 ， 设 线性 方程 组 
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HL 十 oN 十 “十 在; 人 
RI A, Nt = 
;Xb 


辣 1 十 好 nz 十 和 "二 在 yi 基 。 一 b, 
把 方程 组 (* ) 的 第 了 个 方程 两 边 同 滋 以 上 ， 热 后 如 到 第 j 个 
方程 上 ， 得 


在 11 和 1 十 i =b, 
Qi tt Or Xa X= pb, 


(Qj, + Ree: 1 )X| 十 {2 + KA; yy 十 "no 
(aint kain )X, =b; + kD; 


Gn X12 = bb 
下 边 来 证 有 明 《*，) 与 (**》 同 解 ， 为 此 只 须 证 明 方 程 组 〈，》 
的 任 一 解 都 是 方程 组 (**) 的 解 ， 反之， 方程 组 《.*) 的 任 一 解 也 都 
是 方程 组 《。) 的 解 即 可 。 设 cl，cay…ye, 是 方程 组 (。) 的 任 一 
解 ， 显 然 ， 它 满足 方程 组 《**) 中 除 第 j 个 方程 以 外 的 所 有 方程 ， 
并 且 将 它 代入 第 j 个 方程 时 ， 得 
ait tka ct tars +t ka ct + (qs + hoa, Io 
= aiicrt Acstr +a) + ka ct+aicst 
+a.ncr? = bb, +kb, 
上 上 式 说 明 ，c,，cs，-…，c: 也 满足 第 j 个 方程 。 即 clycz，…， 
c， 是 方程 组 (+*) 的 一 个 解 ， 
由 于 (+*) ,的 第 i 个 方程 乘 以 -加 到 第 j 个 方程 ， 就 得 到 
方程 组 (*，)》 。 所 以 ， 由 上 面 的 证 明 ， 可 知 方 程 组 〈《…) 前 任 一 般 
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也 都 是 方程 组 【+ ) 的 解 ， 从 而 方程 组 〈# ) 与 经 过 消 法 变换 后 所 
得 到 的 方程 组 Cix) 同 解 。 
关于 初等 变换 还 有 于 述 结果 
僻 题 ”交换 方程 组 中 任意 两 个 方程 的 方法 叫做 换 法 变换 ， 换 法 
变换 可 以 通过 连续 施行 消 法 变换 和 倍 法 变换 来 实现 ， 
证 明 为 简明 起 见 ， 将 方程 组 写 为 下 面 的 形式 ， 
(i) 
Cj) 
其 中 (和 (站 分 别 表示 方程 组 中 的 第 1 个 和 第 j 个 方程 ， 
把 第 工 个 方程 溢 以 1 加 到 第 j 个 方程 上 ， 得 
(1) 
《六 十 人 
把 第 ;个 方程 薪 以 -1 加 到 第 宇 个 方程 上 ， 得 
一 《全 
《六 +( 
把 第 主 个 方程 滋 以 1 加 到 第 j 个 方程 上 ， 得 
| -0) 


(i) 
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最 后 用 ~ 1 乘 第 i 个 方程 ， 得 
(7) 
(D 


综合 上 述 过 程 可 知 ， 交 换 方程 组 中 第 i 个 方程 和 第 1 个 方程 ， 
可 以 通过 连续 施行 若干 次 消 法 变 拘 和 借 法 变换 实现 。 


练 习 一 


1。 证明 倍 法 变换 不 改变 方程 组 的 解 。 

2。 证 明 同 解 关 系 基 有 下 列 人 性 质 ; 

《t+ )》 反 身 性 ”方程 组 《* ) 与 方程 组 《+ )》 同 解 ， 

《2) 对 称 性 车 方程 组 《+ ) 与 方程 组 〈《#*+ ) 同 解 , 则 方程 
组 〈#+) 与 方程 组 (*) 同 解 ， 

《3 ) 传递 性 ” 若 方 程 组 〔*# ) 与 方程 组 〔#t#) 回 解 ,而 方 
程 组 ## ) 与 方程 组 (**#)》 同 解 ， 则 方程 组 (*) 与 方程 组 
C##%) 同 解 。 


$ 2 线性 方程 组 的 一 种 解法 一 消 元 法 


上 节 定 理 指出 ， 初等 变换 把 一 个 线性 方程 组 变 为 一 个 与 其 同 解 
的 线性 方程 组 .只 是 这 样 还 不 能 解决 问题 ， 还 需要 变 得 的 新 方程 组 
比 原 方程 组 有 上 比较 简单 的 形式 〈 即 原 方程 组 经 初等 变换 后 能 得 到 简 
化 》 ， 从 而 它 的 求解 问题 能 较 容 易 的 得 到 解决 。 本 节 将 证 明 ， 初等 
变换 不 仅 具有 保持 解 不 变 的 作用 ， 同 时 还 能 简化 方程 组 的 形式 ， 直 
至 简化 到 完全 可 以 求 出 通 解 的 地 步 。 这 一 点 在 前 节 例 子 中 方程 组 
《2 》 的 求解 过 程 已 经 看 到 。 一 般 节 有 
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定理 1 设 线性 方程 组 
Xi 十 aXz 十 wa =b, 


CX 十 TX nN = ba C1 


Cn i n+ 四 Ton =h. 
则 〔〈1 ) 可 经 初等 变换 化 为 下 列 形式 (适当 调换 未 知 数 的 次 序 ) 
| Xi 十 CirtiXis ps TT er, 二 人 
十 和 十 有 Xi = 


Xi + Cirtrimi,,: 


Xi 十 Crit 二 C2) 
| OX: te 昌 本 和 “sm 十 0xXi = 如 1 
0xXi 十 二 二 和 ai 中 dx,. =d, | 
四 区， 十 “+ xn=d, 


其 中 i ay rg tes i fo 症 ] 2, "rs HH 的 一 个 排 
列 ， 

证 明 下 面 指出 用 初等 变换 能 把 “1 》 变 为 《2 ) 的 形式 . 

首先 ， 只 村 (1) 的 未 知 数 的 系数 不 全 为 0 ， 总 可 假定 第 一 个 
方程 至 少 有 一 个 未 知 数 的 系数 不 等 于 零 。 为 明显 起 见 ， 不 妨 假 定 原 
方程 组 (1) 的 系数 a 起 0。 于 是 对 方程 级 (1 ) 施行 下 列 初 等 变 


换 ， 把 第 一 个 方程 的 两 边 ， 同 乘 以 -0 ， 一 3， 一 分 
别 加 到 《1 ) 的 第 2 、 第 3 、…、 第 m 个 方程 上 , 然后 再 用 小 条 
(1》 的 第 一 个 方程 。 于 是 得 到 与 方程 组 ( 1 ) 同 解 的 方程 组 如 下 ， 


1 + Xz 二 十 加 1 1 和 。 一 2 


dorX2+ "tdsXn = by 


(1)! 


Qs Xi 十 wi 十 On 并 一 Bo 


其 次 对 方程 组 (1 ) “重复 上 边 的 作法 。 如果，《 1 )' 中 除 第 一 
个 方程 外 ， 其 它 当 程 未 知 数 的 系数 Qti=2, ,my j= 2 "3s HY 
全 为 0 , 则 《10 就 是 (2 ) 形 的 了 。 如果 ajj(i=2,:…,， my} j=2， 
…，n) 不 全 为 0 ， 则 不 妨 假定 aw 丰 0。 于 是 对 《1 )'- 作 如 下 的 初 
等 变换 ， | 


把 (1 ) "中 的 第 二 个 方程 滋 以 - -9 ， _ 04: .fn 


FE 上 
(i 个 2 3 


分 别 加 到 第 1 、 第 3 、…、 第 mm 个 方程 上 ， 再 用 +- 乘 第 二 个 方 
程 ， 得 到 与 《1 )7 同 解 的 方程 组 如 十 


XI arX3+ :+alnXn = by 
Xz + 十 a OnXn =b; 


EE + gnXr = bs C1 Y* 


让 3 十 … 十 站 区， 二 下 
类 似 地 作 下 去 ， 就 一 定 能 把 《1 ) 变 为 《2) 形 的 同 解 方程 
组 ， 定理 得 证 ， 
六 为 (1)》 与 《2)》 周 解 ， 所 以 只 需 讨 论 〈《2 》 形 的 线性 方程 
组 的 求解 问题 即 可 . 
由 于 《2) 形 这 种 方程 组 的 特定 形式 ， 立 即 得 出 
定理 ? 
《I) 方程 组 (2》 有 和 解 “从 而 《1 〉 有 和 解 ) 的 充分 必要 条 件 
蜂 ， d,,,=d,,:==d, 一 0.*) 
(EI) 若 方程 组 (2)》 有 解 〈 姥 :=…=d=0)， 则 = 
时 ， 只 有 叭 一 解 ! *< 时 ， 有 无 穷 多 个 解 。 
“(1 若 方程 组 (2 ) 有 解 ， 旦 r<-a， 则 方程 组 (2) ( 即 
(12 >) 的 通 解 可 表达 为 


Te ma -一 一 一 


市 让 driis dd [| 这 mm 一 rr 个 常数 项 还 可 以 用 初等 变换 进一步 北 简 为 ， 
drt, Ds 0 0 的 形式 ， 于 是 ， (2) 有 闸 的 充 册 此 贤 条件 是 r= 0。 
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= =d—Crriitrii "Cnt 


| =d, — Crytidtiri™ ""*— Crutn 


] _ (C3) 
Xi frr 
闻 


,= 
其 中 + 为 可 在 数 域 了 中 任意 取 值 的 nn-r? 个 独 开 参 
数 . 
显然 ， 定 理 1 证 明 中 让 用 的 方 法 ， 就 是 大 家 早已 熟悉 的 解 二 
元 、 三 元 线性 方程 组 的 加 减 消 元 法 的 一 般 化 。 今 后 也 把 用 初等 变换 
解 线性 方程 组 的 方法 叫做 消 元 法 〈 当 然 真 正 起 到 消 元 作用 的 只 是 消 
法 变换 ) 。 
这 样 ， 消 元 法 已 经 比较 园 满 地 解决 了 线性 方程 组 的 求解 问题 ， 
熙 有 解 条 性 、 解 的 个 数 和 求 出 遂 解 ， 
下 面 ， 将 通过 三 个 例子 进一步 熟 习 一 下 消 元 法 及 其 所 能 解决 的 
三 个 问题 ， 
例 1 求解 下 列 线性 方程 组 
Xl1 — Xs =2 
| te C4d) 
2X1+ 3xX7= —1 
解 把 第 一 个 方程 的 两 边 同 素 以 - 3 翻 - 2 分别 加 到 第 二 、 第 
三 个 方程 ， 得 到 与 ‘4 ) 同 解 的 方程 组 


XI 一 Xi 一 上 ， 
| 5X2 三 一 5 Cd 
BX = 一 日 


其 次 ， 把 ( 4 ) “第 二 个 方程 乘 以 - 1 加 到 《4 )′ 的 第 三 个 方程 
上 ， 再 用 二 滋 《4 ) /的 第 二 个 方程 ， 得 到 与 〈4 )' 同 解 的 方程 组 
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xs=—1 ff 本 
Ox = 人 0 
把 《4)* 的 第 二 个 方程 乘 以 1 加 到 第 一 个 方程 上 ， 得 


XxX! =1 : 
| = 一 1 《5 
Oxz= 人 0 
这 个 方程 组 《 5》 就 是 定理 1 中 所 说 的 《2》 形 的 方程 组 .此 
处 ,r=2, mw=2， grii= 必 =0。 于 是 
( 工 ) 方程 组 (4) 有 解 ; 
(HE) 因为 =2=H， 所 以 4》 有 了 唯一 解 ， 
《和 下) 《4》 的 这 个 唯一 解 为 ， 
Xl 二 1, X= 1, 


例 2 求解 下 列 线性 方程 组 


区 1 一 天: 十 也 % 二 0 


BNI 2X2 — Ky Xa= 1 (6) 
了 | 十 Xz 一 光一 Xu 二 1 


XIt dX; — X33— SXs—= 1 


把 第 一 个 方程 两 边 同 滋 芭 -~- 3、- 2，- 1， 分别 加 到 第 二 、 
第 三 、 第 四 个 方程 上 ， 得 到 与 《6 》 同 解 的 方程 组 ; 
Xi 一 Xa 十 2x4 一 站 
SX 一 Xa— SX 一 工 (C0)+ 
5X — Xs— DNXa= 1 
5X3 Xi3— BX4= 1 
其 次 ， 把 《6 ) “中 的 第 二 个 方程 狠 久 -1 依次 加 到 第 三 、 第 四 
个 方程 上 上， 然后 再 用 -1 彝 《6 "的 第 二 个 方程 ， 得 到 与 《6)' 同 
解 的 方程 组 如 下 ， 
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一 十 2Xy 一 昌 
— 5X3+ Xa+ 5X4= —1 (7)》 

OX = 人 习 

0x4 二 洛 


这 个 方程 组 《7) 就 是 定理 1 中 所 说 的 “2) 形 的 方程 组 ， 其 
中 , 计 =1, i2=3, 9=2, 记 =4。 这 时 n=4, r=2; di41=ds=0， 
得 ,二 人 二 二 于 是 
《IT 方程 组 6) 有 解 ; 
(IT》 丙 为 r=2<4C=1)， 所 以 《5)》 有 无 穷 多 个 解 ; 
《 囊 ) 《67>》 的 通 解 可 表述 为 
“一 
3 二 一 了 十 5 和 一 5 计 
(2 


4 二 训 


其 中 ， 志和 是 在 王 中 本 任意 取 利 的 两 个 参数 。 
比如 ， 取 ti = 0，t4= 0 时 ， 则 
X10 Xa= 人 0 X= C1, X= 人 0 
即 0，0，-1， 0 是 《6)》 的 一 个 具体 的 解 。 
当 取 ts=1，#4= 0 时， 出 
XI1 二 1 二] X33 二， 区 二 洛 
即 1，1，4、0 是 《6) 的 又 一 个 具体 的 解 ， 
例 3 求解 下 列 线性 方程 组 
X1 ~— Xa 二 2 
3X1+ 2X2— X#=1 ‘8 
2x1 + 3xX2— X= 1 
解 ” 把 第 一 个 方程 的 两 过 和 辣 滋 以- 3 和 一 2 分 别 加 到 第 二 和 第 
三 个 方程 上， 得 到 与 《8) 间 解 的 方程 组 如 下 ， 
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和 1 一 = 
5x2 一 和 = 一 5 Ca)’ 


5X2— XI3= 一 
其 次 ， 把 8 ) /的 第 二 个 方程 乘 以 -1 加 到 第 三 个 方程 上 ， 然 
后 把 第 二 个 方程 乘 以 。 ， 得 到 与 《8 )“ 同 解 的 方程 组 


| LX 二 2 


\ x xs= -1 Ca) 


5 
\ 0Xa= 2 


把 第 汪 个 方程 来 以 1 吉 到 第 一 个 方程 上 ， 得 到 与 《8)* 同 解 的 
方程 组 


《9 ) 


0X3 一 也 


这 个 方程 组 《9) 就 是 定理 1 中 所 说 的 2》 形 的 方程 组 ， 琵 
处 ,nn=3,， rr=2， di = 由 =2。 于是， 方程 组 (8) 无 解 . 事 实 
上 上， 在 得 到 (8)’ 了 时 ,就 已 明 最 看 出 原 方 程 组 不 能 有 解 。 这 是 因为 
《8 ) 中 的 第 二 和 第 三 两 个 方程 是 矛 和 的， 

从 上 述 定 理 1 的 论证 和 例题 中 ， 显 然 可 以 看 出 ， 用 消 元 法 解 线 
性 方程 组 时 ， 在 消 元 的 每 一 个 步骤 上 ， 主 要 是 对 方程 组 的 系数 和 常 
数 项 作 相 谈 的 运算 ， 而 未 知 数 x;，xs，"…，x， 和 等 号 每 次 都 是 重 
复写 出 。 它 们 仅仅 是 起 着 “ 标 位 ”的 作用 ,因此 ， 只 要 不 把 各 个 方 
程 ， 每 个 未 知 数 和 常数 项 的 次 序 简 乱 ， 在 作 消 元 法 寺 完 全 可 以 不 必 
号 出 未 知 数 和 各 个 等 号 ， 比 如， 把 例 3 中 方程 组 (8 》 的 未 知 数 和 
等 叶 部 咯 而 不 写 ， 仅 仅 把 各 系数 和 带 数 项 按 原 来 先后 、 左 右 次 序 写 

出 来 ， 邯 有 
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1 一 1 上 h 2 

3 2 -1 1 

2 3 一 1 
这 12 个 数 的 这 种 有 一 定 次 序 的 罗列 方法 ， 完 全 代表 了 线性 方程 组 
C8) ,实际 上 ， 每 一 模 排 完全 代表 了 线性 为 程 组 ( 8》 的 一 个 方 
程 ; 最 后 一 个 竖 排 代表 芝 攻 项， 其 它 各 竖 排 依次 代表 各 未 知 装 的 系 
数 。 进 而 ,对 《8 ) 上 押 作 的 每 一 个 初等 变换 也 都 能 在 上 述 罗 列 方法 
中 自然 地 反 驶 出 来 。 比如 ， 把 第 一 个 方程 乘 以 - 3 加 到 第 二 个 方 
程 ， 日 然 相 当 于 用 - 3 乘 第 一 神 排 的 四 个 数 相 应 地 加 到 第 二 模 排 的 
四 个 数 上 。 则 得 

1 一 恬 2 

0 3 -1 一 5 

2 3 一 工 1 
它们 恰好 代表 (8) 经 过 .上 述 初等 变换 后 证 得 的 线性 方程 组 ， 

X1 一 区 = 
5Xz 一 X3= 一 后 
2X1 十 3xX2 一 光一 
为 了 说 清楚 上 述 的 想法 和 作法 ， 下 面 给 出 不 仅 在 代数 学 中 是 重 
要 的 ， 而 且 在 许多 方面 都 有 所 应 用 的 概念 一 一 矩阵 . 
定义 1 申 数 城下 中 wxw 个 数 所 排 成 的 下 列 形 式 的 于 : 

CHIG12 dn 


G0d22'"* :hh 


C10) 


| 
叫 司 数 开 玉 上 的 sw x # 粳 阵 ， 或 坎 行 # 列 炬 阵 ， 
今后 用 大 写 的 拉丁 字母 点 ， 了 五， C, … 等 代表 和 矩阵, 如 


1 -1 0 2 1 -1 0 2 
«| 3 2-1 1 ) | 0 5 -~1 5 
2 3-1 1 2 3-1 1 
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都 是 3 x 4 征 阵 ! 
t -1 0 


c-( 3 2—1 ) 是 一 个 3x3 系 阵 ; 
2 3-1 

D=(t -1 0 2) 是 一 个 1x4 算 阵 ; 
1 

E- 3 ) 是 一 个 3x1 短 隆 ， 
2 


F=《0) 是 一 个 1x I 和 矩阵 ， 

组 成 矩阵 (10》 的 每 个 数 ai; 叫做 它 的 元 素 ， 矩 阵 〈10) 的 每 
一 摸排 的 # 个 数 ， 叫 做 算 阵 (10) 的 一 个 行 ， 冬 一 坚 排 的 mw 个 数 思 
懒 一 个 列 ， 由 此 ，m x 矩阵 由 % 个 行 个 列 组 成 ,特别 地 ,nxn 知 
阵 称 为 # 阶 方 阵 ， 元 囊 人 1 G22 '' dn 称 为 对 划 线 元 素 。 

用 线性 方程 组 (1 ) 的 系数 和 当 数 项 可 组 成 两 个 矩阵 如 下 ， 

da dr ~ ud … rnb 
A= | 221022 “| A M022 Obs 
a 


midm2""" 出 于 \、。 "nn dann Dn 


把 4 叫做 线性 方程 组 〔1 )》 的 系数 阵 ，A4 叫做 方程 组 〈1 ) 的 表示 
和 埠 阵 【或 增 广 矩 阵 》 . 

最 然 ， 每 一 个 线性 方程 组 都 唯一 决定 一 个 表示 和 矩阵 ;反之 ， 每 
一 个 mx (n+1) 证 阵 都 确定 唯一 一 个 以 其 为 表示 拭 阵 的 线性 方程 
组 。 
| 定 又 2 了 两 个 而 x 是 陈 


A 02 Gn bub bls 
在 = 1 性 和 “人 i 
六 = 1 2 | ,B= 


babas'- by 
nd nk 4 \ 放下 
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当 且 仅 当 a,;=b,ihjei=1, 2 + Hts j=1， 2, '*", 大) 呀 做 相 
等 ， 记 作 :; A=B. 
按 定 义 ， 两 个 矩阵 只 有 在 型 相同 “即行 、 列 数 分 别 相等 》 的 前 


1 
提 下 ， 谈 相等 才 有 意义 如，A- (1 2 3)， 5-(3) 不 存在 4 


与 召 是 否 相 等 指向 题 。 又 如 ， 
c= (了 3 ，D=( 了 3)， 这 时 C 和 了 者 是 2x 2 矩阵， 而 且 笼统 地 


说 ， 都 是 由 1，2，3，4 这 四 个 数组 成 ， 但 古 按 定 疼 ,，C 二 DD， 

类 似 于 方程 组 的 初等 变换 ,下面 来 定义 矩阵 的 初等 变换 ， 

定义 3 ”下面 两 种 变 撞 窍 阵 的 方法 ， 统 称 为 矩阵 的 〈 行 ) 初等 
变换 ， 

(《 工 ) 信 法 变换 ”用 不 等 于 0 的 数 上 乘 矩 隆 的 某 一 行 

CI》 消 法 变换 ”把 矩阵 的 某 一 行 的 k 倍加 到 另 一 行 的 相应 
元 素 上 去 ， 

对 照 上 节 命 题 可 以 看 出 : 交换 几 阵 的 两 行 可 以 通过 对 和 抢 阵 的 行 
作 初 等 变换 实现 。 以 后 ， 我 们 把 交换 两 行 这 种 变换 些 阵 的 方法 岂 做 


1-1 0 2 0、 

例 4 ”对 年 阵 4-| : ?1 1 的 行 桥 偿 法 变 
11 
\1 4-1-3 17 


换 , 用 7 缚 A4 的 第 二 行 ， 则 4 变 为 矩阵 ， 
_1-1l 0 2 0 
A 21 14-7 7 | 
| 3 -1-1 1 
“1 4 -1-3 1 
对 筷 作 浓 法 变换 ， 把 第 一 行 乘 以 一 3 加 到 第 二 行 上 ， 则 为 变 为 
矩阵 ; 
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1 -I 0 2 | 
| 0 5-1-5 1 | 
2 3 -1—1 7 
1 4 -1 -3 1 


如 果 对 4: 接 着 再 作 依法 变换 时 用- 1 习 4: 的 第 四 行 ， 则 4: 


变 为 穹 阵 ;: 
1 -1 0 2 0 
A 0 5-1-5 1 


2 3 -1-1 1 
-1 -4 1 3 -1 


这 个 此 阵 4A， 就 是 A 经 过 两 次 初等 变换 (一 次 消 法 变换 和 一 次 
合法 变换 ) 变 得 的 矩阵 . 

为 了 书写 方便 起 见 ， 我 们 用 D, (Kk) 表示 用 不 等 于 0 的 数 k 去 乘 
矩阵 万 的 第 i 行 的 信 法 变换 ; 用 P;;(k’) 表示 把 矩阵 4 的 第 了 行 的 
k' 信 加 到 和 丰 的 第 1 行 上 这 样 的 消 法 变换 ， 用 CCi, 四 表示 交换 第 1 
行 和 第 了 行 的 换 法 变换 。 当 矩阵 4 经 过 补 等 变换 变 为 有 时 ， 用 一 > 
连结 4 与 也 ， 记 作 ，4- 一 了 3， 并 把 所 作 的 初等 变换 用 符号 Di(k)， 
P;;(k') 或 CIi。 门 标示 在 一 了 的 上 方 。 例 如 ， 


1 -1 0 2 0 1 -1 0 » 0 
3 22-1 1 | pn a l4 -7 7¥ 了 
1 1 
1 1 


3 —1—1 
pd 


1 4 -1-3 1 4 -1-—3 


1 -1 0 % 
:Pt — 3} 0 3 1 -5 
—— 2 3 -1-1 
’/ 1 4 -1 -3 


i 
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1 -1 0 2 | 
Dt—1} 0 5 -717-5 1 
-一 2 3 -1 -1 1 j 

-1—-4 1 3 一 1 


显然 ， 使 用 上 述 的 符号 和 格式 既 简 使 多 明 了 ， 

另外 ， 为 了 论证 问题 方便 起 见 ， 把 矩阵 4 经 某 一 初等 变换 变 得 
的 拭 阵 8B ， 用 等 式 的 形式 把 8 与 4 连 绪 起 来 。 例如， 在 上 例 中 ， 

Al=D(7)A, A= Pat —3)A, As= Dt -1)A:= Dt—1) 
Put -3)A ， 等 等 ， 

上 上 面 这 种 写法 ， 现 在 姑且 作为 一 种 形式 去 使 用 它 ， 在 第 八 章 中 
我 们 将 看 到 它 的 合理 性 ， 

定 允 4 两 个 众 xXa 姑 阵 4 与 也 ， 如 果 用 “〈 行 ) 初 笨 变 换 使 4 
变 到 8B 时 ， 则 称 有 4 与 BB 是 “ 行 ) 相抵 的 ， 记 作 ， 和 A 二 二 8， 

容易 想到 ， 对 线性 方程 组 施行 初等 变换 ,相当 于 对 它 的 表示 是 
隆 施 行 一 个 对 应 的 行 的 初等 变换 ;而 用 初等 变换 化 简 方 程 组 , 则 相当 
于 用 行 的 初等 变换 化 简 表 示 和 矩阵 ， 反 之 ， 对 方程 组 的 表示 第 阵 作 行 
的 初等 变换 ， 相 当 于 对 这 个 方程 组 施行 对 应 的 初等 变换 ， 用 行 的 初 
等 变换 化 简 表 示 和 矩阵 ， 相 当 于 化 简 这 个 方程 组 。 例 如 把 本 节 例 2 求 
解 过程 ， 对 恨 写 成 伟 阵 的 形式 时 ， 则 有 


求解 方程 组 化 简 表 示 害 阵 
Xi 一 XT 2x 三 少 1 -1 0 2 0 
3X1 十 2X3— Xi+ X414=1 3 2 -1 1 1 
2X1 + BX — XK N= 1 2 3 -1—-1 1 
1 十 3 一 3 一 3X4 二] 1 4 一 1 一 3 1 
把 第 -一 个 方程 的 - 3 倍 ， 把 第 一 行 的 -3 倍 ，~2 售 
-2 倍 ，-1 倍 分 别 加 到 第 ”，-~1 们 分 别 加 到 第 二 ， 第 三 ， 


二 ， 第 三 ， 第 四 个 方程 了 上， 第 四 行 上 ， 得 
得 
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XC— Xs 二 + 2X 三 习 
5xs— x3— SX4= 1 
\ 5xa — NX3— XA4= 1 


Dx XI DX4t = 让 


把 第 二 个 方程 的 -1 
倍加 到 第 三 ， 第 四 个 方程 
上 ， 然 后 再 诊 - 1 莱 第 二 个 
方程 ， 得 


| 二 2X4 二 0 

| — Xi+ wt Sx — 1 
Dxs 二 他 
0x4=0 


0 
1 
1 
4- 


把 第 二 行 的 一 1 倍加 到 第 三， 


行 ， 得 

fi 一 
i 0 一 吕 
心 站 
心 站 


0 
1 
0 
0 


2 
5 
0 
0 


从 这 个 例子 ， 进 一 步 看 到 ， 利 用 初等 变换 化 简 线性 方程 组 和 利 
用 初等 变换 化 简 读 方程 组 的 表示 矩阵 是 一 致 的 。 于 是 由 $ 1 定理 有 
定理 3 ”车 对 线性 方程 组 〈1 ) 的 束 示 矩阵 4 作 行 的 初等 变换 
化 为 如 时 ， 则 以 引 为 表示 和 矩阵 的 线性 方程 组 与 方程 组 《1 ) 同 解 。 
进一步 ， 由 本 节 定 理 1 ， 可 知 任何 线性 方程 组 的 表示 和 拖 阵 4 都 
可 经 若干 次 行 的 初等 变换 化 为 下 形 的 矩阵 ， 


和 

和 
后 一 生 "让 

dO 

0 a 站 站 


pe 惠 
:1 日 ia 


+ dl 


* 


+ = 如， 
机 ddrii 


.0d, 


这 时 该 方程 组 的 系数 阵 4 可 经 过 行 的 初等 变换 化 为 
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四 0 0 
由 于 任何 mx x a 失 阵 4 都 可 作为 基 一 线性 方程 组 的 系数 阵 ， 靳 
以 有 
定理 4 任意 内 x # 算 阵 4 都 与 下 列 ^B 型 ”矩阵 行 相抵 ， 


| pi ba bis 
by bs pan 
B=| 


[ 四 

oo .… 
B 中 有 这 样 > 个 列 ， 每 个 列 只 有 一 个 元 索 是 1 其 余 都 是 0 ， 而 且 这 
r 个 1 分布 在 不 同 的 r 个 行 上 。 特 别 地 ， 当 8B 的 这 ?个 特殊 列 在 前 
?个 列 时 ， 便 有 ; 

“1 站 

人 


9 0 机 1 
00…00 .0 


~ 00..00 ,站 
例 5 用 矩阵 的 行 初等 变换 将 矩阵 
i43 ， 


1 5 -1 1 
| 210 1 3 
3 15 -1 1 
1 5 -7 -17/ 
化 为 吾 型 阵 。 
解 ” 把 矩阵 4 的 第 一 行 的 ~ 2 稿 ，~ 3 倍 ，- 1 昼 分 别 加 到 第 
二 ， 第 过， 第 四 行 上 E， 则 生化 为 : 


1 5 -1 1 
0 0 3 1 
0 0 2 -2 
Nn 0 -6 -2 


为 了 简化 步骤 ， 在 上 述 的 演算 程序 中 ， 我 们 把 上 述 三 次 初等 变 
换 集 中 起 来 写成 一 个 步骤 如 下 : 


”1 5 -1 1i 
Pit ~ 2);Pst 一 SP 一 ID) 0 0 3 1 
六 一 一 一 一 一 一 一 一 | 
| Yd 0 2 一 2 
“0 0 -8 一 2 
1 5 -4 0 
Pt—1),Pal2)j ,Pat2) 0 0 3 1 
-一 
0 0 8 0 
0 0 0 0 
1 5 0 0 ， 
ps), Psst 一 30Pitd | 0 0 0 1 
_Da\g), Pss( ~ 3), P34) 
0 0 1 人 
0 0 0 0 


上 上面 最 后 一 个 抢 阵 即 为 了 型 阵 。 
由 前 面 半 于 线性 方程 组 与 其 者 示 抢 阵 的 美 系 ， 可 以 给 出 用 第 阵 
揭 行 初等 变换 解 线性 方程 组 的 方法 一 一 分 离 系数 法 ， 
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ONL 十 1 b, 


设 线性 方程 组 
OaX1 十 在 22X2 十 "… + A Xe = 《11》 


A 


则 其 系数 阵 上 4 和 表示 矩阵 和 分 别 为 : 
Qh 


Gumia*” Ln 外 1 可 12 1 
Nida tn -一 Gazl@22… Qs#ba 
及 = 下 9 “| 中 
| Fr "nb, 


nim 


要 解 线性 方程 组 11) ， 首 先 将 表示 秆 血 入 作 行 的 初等 变换 ， 
将 和 中 系数 阵 和 4 相应 的 部 分 化 为 8 型 阵 ， 所 得 到 的 算 阵 为 吾 时 ， 则 
以 马 为 表示 矩阵 的 线性 方程 给 与 方程 组 (11) 辣 解 ， 于 是 解 由 BB 所 
确定 的 线性 方程 组 即 可 得 到 (11) 的 解 ， 这 样 解 线性 方程 组 的 方法 


叫做 分 离 共 数 法 。 
例 6 求解 线性 方程 组 
Kl + 2X4= 二 人 0 


3x1 + 2X2— Xa+ Xd= 1 (12) 
2X 十 x2 — Xs— XI=1 


LL 十 时 一 一 3X 一] 
解 ” 用 分 遍 系 数 法 . 先 写 出 方程 组 (12) 的 表示 和 矩阵， 
1 -1 6 2 0 


= 3 2 -1 1 1 
过 3 -1 -~1 It 
1 4 -i -3 1 


其 次 ， 对 上 的 行 作 初 等 变换 ， 使 其 系数 阵 4 这 一 部 分 化 为 了 型 
阵 ， 
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1 -1 0 2 0、 
A 3 2 -1 1 1 |Pa(-3),Pa(-2),Pa(-1) 
-| a1 二 1 
| 3 -1 -i 1 
1 -1 -3 1 
1L -1 0 2 0 
0 5 -1—5 ! | Pa 一 1), Pit ~ 1),D,(— 1) 
OR 
0 5 1 ~—5 7 
0 5 -1-5 1 
1 -1 0 2 0 
9 -5 1 5 -1 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 


于 是 方程 组 (12) 与 以 下 为 表示 矩阵 的 线性 方程 组 ; 


X1 — X2 十 2X4d 一 明 

— BxXat+ Xt BXa= —1 
dxa=0 
Oxa=0 


¢13) 


同 解 . 
对 于 方程 组 《13) 来 说 ， 即 为 本 节 例 2 中 的 线性 方程 组 (? )。 
故 将 下 面 步骤 从 赂 。 
例 7 求解 线性 方程 组 
(Xit Xs — Xs3— Xs=0 
| xi— 2x2+ xa+ 3X4=0 (14) 
3X1 + BX 一 3 十 一 站 
Xi x + Xs+ TX 二 人 0 


和 解 胃 分 离 系 数 法 。 首先 写 出 旋 程 组 (14》 的 表示 抵 阵 ， 
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1 5 -1 -1 1 
1 -2 1 3 0 
3 8 -1 1 0 
1 -9 ‘3 7 6 


有 = 


其 次 ， 对 4 作 行 的 初等 变 钦 ， 使 其 系数 阵 部 分 化 为 3 型 阵 ， 


“1 353-1-1 
APa- Pa Pu TD) 0 -7 2 4 


y -7 2 4 
日 一 1]4 4 8 


人 


1 7 > 性 1 0 
Pats Pat -1),Pa(— 2) 
] 


_. ,0 -7 2 4 0 
1 tt 0 68 
0 0 0 0 0 
/1 > 0 1 0Y 
(2) 0- 1 2 0 | 
Di:\2 + = B 
一 一 ”> 0 0 0 0 
0 0 909 0 5 


于 是 方程 组 (14 与 以 了 为 展示 瞪 阵 的 线 性 方程 组 ， 


Xi 十 Xe 十 2 一 站 
~ TX t+2x = 0 {15Y 

0xd = 中 

Gx 二 站 


同 解 。 
对 于 方程 组 〈15) 来 说 ，7=2，H=4， =d=0。 所 以 方程 组 
《15》 有 有 和解 ， 而 且 尖 无 病 多 个 解 ， 通 解 的 表达 式 为 ; 
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3 
A 二 -pit 
32 二 ts 


XW 三 Th 


X= 
其 中 #， 4 是 可 在 数 霹 让 中 任 辣 取 情 前 两 个 独 并 参数 ， 
这 个 例子 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 ， 用 分 离 系 数 法 求解 时 ， 常 数 
珊 始终 不 发 生变 化 ， 所 以 解 齐 次 线性 方程 组 时 ， 不 必 就 其 表示 算 阵 
化 简 ， 而 只 人 须 就 其 系数 阵 作 行 的 初等 变换 化 简 即 可 ， 


练 习 二 
1。 解 下 列 线性 方程 组 


《1 ) ”xi1+2X2+3xo 十 4xX4=5 

2X1 + X23 + 2X3 TF IX4 = 1 

| 

dx + x2 + 2X3+ XI 5 
C2) /XL 2X2T 3NX3+ XI= 0 

2X1 + 1%? 一 X40 二 一 3 

一 其 一 六 十 3 十 Cd 

Xi 十 2 一 9 一 5X4 = 一 21 
C3 xi+2xs 一 8 十 2xXs 了 

Xi ~ Xi— X31+ Xd 3xs =2 

| 2X1— BXs+ 4x3 ~ Bx4 + 2Xs =7 

\ gx, — 9x3 + 6x3 ~ 16x4 + 2xs = 25 
CAY Sx 二 下 X2 一 吾 X3 十 了 一 个 

dXxit Tlxa— 13X3 十 lBxa= 0 

2X1 一 3X2 一 3X3 — 2X4=0 

7X 2X2+ X3+ 3X4 一 站 
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2。 讨 论 o，、 吕 到 什 么 得 时 方程 组 
XI Xi NIT xs= 1 
3 十 22 十 23 十 4 一 3x5 二 富 
Xa3+ LXIT BAA it Xs = 3 
\ DA + dX + 3X3 + 3X4 — Xs =b 


”有 解 ， 并 求 其 解 ， 


3。 设 齐 次 线性 方程 组 
疗 [ 区 | 十 立 12X34 十 = 
2X1 十 人 22X34 十 十 和 :nn 二 个 (。) 


RT 
当 5< 时 ， 则 方程 组 〈。)》 有 无 穷 多 解 ， 因 而 必 有 非 0 解 〈 一 个 解 
的 nt 个 数 中 至 少 有 一 个 不 为 0) 。 
4， 设 线性 方程 组 
O11NL 十 HN = 


好 ?1 大 1 十 G2X2 + "+ qi ,Xs = ba (1) 


站 :1 七 和 sa 十 十 四 :一 和 
把 〈1 7) 中 的 每 个 方程 的 常数 项 都 换 为 0 ， 所 得 到 的 齐 次 线性 方程 
组 : 

如 11 XI 十 有 12X2 十 六 十 加 二 站 

Gal XI 十 他 22X2 + "+ QnXy 二 用 Cl)’ 


好， 十 站 gC2 十 十 全 1 wn 人 并 sp 二 
岂 忻 方程 组 (1 》 的 导出 齐 次 组 或 导出 组 ， 
证 明 ， 当 s = 时 ， (1) 有 了 唯一 解 必要 而 且 只 要 它 的 导出 组 
《1) 只 有 0 解 
5. 着 抑 阵 4 经 过 一 次 消 法 〈 倍 法 ) 变换 得 到 B， 则 必 能 由 8 
经 过 一 次 消 法 〈 倍 法 ) 变换 得 到 4。 
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3 3 矩阵 在 官 等 变换 下 的 标准 形 


上 一 节 从 求解 线性 方程 组 的 角度 我 们 引进 了 矩阵 和 矩阵 的 行 初 
等 变 斤 的 可 念 。 正 如 前 面 所 指出 的 ， 什 阵 在 许多 方面 都 有 有 应用。 这 
样 ， 对 于 矩阵 列 的 初等 变换 ， 和 行 的 初等 变换 一 桩 ， 也 是 需要 讨论 
的 重要 问题 . 本 节 将 给 出 矩阵 列 的 初等 变换 ， 相 抵 ， 在 相抵 之 下 的 
分 类 和 标准 形 等 概念 以 及 相应 的 结论 ， 

定义 1 以 下 变换 矩阵 的 方法 统称 为 矩阵 列 的 初等 变换 ， 

《TI) 倍 法 变换 用 不 等 于 零 的 数 # 乘 气 阵 的 某 一 列 ， 

(I) 消 法 变换 把 矩阵 第 i 列 的 k' 信 加 到 第 j 剂 上 (i 二 由， 

对 照 害 降 行 的 换 法 变换 ， 容 易 看 出 ， 交 换 矩 阵 两 询 也 可 通过 对 
列 作 初 等 变换 实现 。 我 们 称 交 换 矩 阵 两 列 的 变换 方法 为 列 的 搞 法 变 
换 。 

定义 2 两 个 妈 xm 虐 阵 4 和 号 ， 如 果 用 列 的 初等 变换 《包括 
换 法 变换 ) 和 能 够 变 为 B 时 ， 则 称 和 4 与 8 烈 相 抵 ， 记 作 ， 4 一 一 8 

以 下 如 果 只 说 初等 变换 ， 不 明确 指明 是 对 行 或 对 列 ， 就 意味 着 
对 行 对 列 都 可 以 ， 

定义 3 两 个 中 x# 矩阵 万 ，B， 如 果 用 初等 变换 (包括 摘 法 
变换 ) 能 够 把 4 变 为 了 3， 则 称 4 与 殖 相 抵 ， 记 作 ，4- 一 > 了 。 

矩阵 相抵 是 代数 学 中 很 重要 的 概念 ， 不 难 证 明和 矩阵 的 相抵 有 下 
列 三 条 性 质 : 

《1) 反 身 性 任 一 mxn 矩阵 态 都 与 它 本 入 相抵 ， 即 

太一 一 六 。 

(2) 对 称 性 ， 若 mxn 答 阵 丰 与 8 相抵 ， 则 B 与 A 相抵 ， 即 

车 太一 -3B， 刚 8 一 >A， 

《 3) 传递 性， 车 mn xw 条 阵 AA 与 BB 相 插 ， 昌 与 C 相 托 ， 则 友 
与 忆 炸 欣 ， 刀 

二 A BB, B——zC mA—>C, 
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这 三 条 性 质 ， 都 可 以 由 定义 直接 推出 ， 作 为 练习 贸 给 读者 证 
明 

由 上 述 三 条 性 质 ， 可 以 把 全 体 m xn 拖 阵 用 相抵 关系 予以 分 类 。 
我 们 规定 ， 两 个 m xn 从 阵 轧 和 8B 分 在 一 类 ， 当 且 仅 当 有 与 B 相 抵 ， 
这 样 ， 分 在 同一 类 蛙 的 算 阵 都 彼此 相抵 ， 不 在 同一 类 的 两 个 掉 阵 都 
不 相抵 ， 把 这 样 分 得 的 每 一 个 类 叫做 一 个 相抵 类 . 

下 面 来 讨论 矩阵 在 初等 变换 作用 下 的 化 简 ， 

命题 1 任 一 # 阶 方 阵 女 都 行 相 抵 于 个 列 形式 的 1 阶 方 阵 ; 


[ 本 C1) 
0 d,s 


列 相 抵 于 下 列 形式 的 # 阶 方 阵 : 


1 ， 
| dz 0 ) (2) 
# 


我 们 称 形 如 (1) 的 方 阵 为 上 三 角形 的 ， 形 如 ( 2 ?的 方 阵 叫 下 三 角 
形 的 。 特 别 的 ， 即 是 上 三 角形 的 又 基 下 三 角形 的 方 阵 时 对 角形 阵 。 
证 明 设 n 阶 方 阵 
的 12 
A | 2 On 


只 要 证 明了 有 妨 行 相 狄 于 《1) ， 自 然 了 世 有 有 丰 列 相 托 于 (2)，。 

对 四 的 阶 数 作 数学 归纳 法 ， 

显然 hn = 1 时 ， 命 题 1 成立。 假设 命 题 1 对 hn 一 1 成 立 ， 去 证 对 
命题 1 由 必 成 立 ， 

首先 ， 如 果 妇 的 第 一 列 元 素 金 为 0 ， 即 
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人 33 人 > 
总 ,= 和 
上 oz" > 


则 4; 为 -1 阶 方 隆 ， 于 荐 由 归纳 假设 A, 行 相 的 于 一 上 三 角形 


阵 ， 
Gy 3 和 
BI = 
| 0 ) 
从 而 《因为 对 4; 的 行 作 初 等 变换 可 以 看 成 对 及 的 行 作 初 等 变 

换 ) 太行 相抵 于 .上 三 角形 阵 ;: 
0 ds i 

022 ， 二 

如 :3 


Qan 
其 次 ， 如 果 4 的 第 一 列 元 素 不 全 为 0 ， 则 4 的 第 一 行 第 一 列 元 
素 a 到 0， 或 者 盛行 相抵 于 第 一 行 第 一 列 元 素 不 为 6 的 nn 阶 方 阵 . 


因此 ， 不 妨 假定 ut 去 0， 于 是 把 4 的 第 一 行 的 ~ 2 们 ， -a 伴 ， 


se ~ 信 分 别 加 到 有 怒 的 第 二 ， 第 三 ;…, 第 # 行 上 ， 则 得 到 一 个 
行 相 抵 于 4 的 第 阵 ， 


1 dl 1321n 
| 0 i202n 
时 Qn da 
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由 于 右 下 角 的 (na - 1) 个 元 素 所 构成 的 4 一 1 阶 方 阵 行 相抵 于 上 
三 角形 阵 《应 用 妇 纳 法 假设 )、 所 以 太行 相抵 于 上 三 角形 阵 . 证 
完 ， 
命题 2 任 一 + 阶 方 阵 4 ， 只 用 行 〈《 列 》 的 消 法 变换 就 能 化 为 
上 《下 ) 三 角形 涟 ， 

事实 上 ， 在 命题 1 的 证 明 中 并 未 用 到 倍 法 变换 ， 所 以 命题 2 成 
立 


定理 ” 任 一 如 xm 矩阵 4 都 相抵 于 矩阵 
1 
~1, 


r 个 ~1 《3 ) 
0 
0 


其 中 末 标 出 的 元 素 都 是 0. 
证 明 由 $2 定理 3 ， 对 4 和 作 行 的 初等 变换 再 适当 的 交换 列 的 


次 序 ( 对 列 作 初等 变换 ) 则 为 相 折 于 下 形 的 矩阵 : 


1 Cirti' Clin 
1 ， 人 zt 
“40, 
00…0 0 0 
00…0 0…10 
在 此 基础 十 ， 利 用 左上 方 的 个 1 ， 必 列 的 消 法 变换 ， 便 可 得 
到 (3) 形 的 矩阵 。 即 和 4 相抵 于 《3 ) 形 的 矩阵 . 
我 们 把 与 定 阵 4 相抵 的 《3 ) 有形 矩阵 ， 叫 做 甩 在 相抵 之 下 的 标 
准 形 。 定 理 表 明 ， 每 个 煌 振 类 时 都 存在 标准 形 矩 阵 ， 而 且 ， 不 同 相 


抵 类 的 标准 形 也 不 同 ，、 需 要 进一步 解决 的 问题 是 ， 一 个 相 振 类 里 不 


能 有 两 个 不 朵 前 标准 形 ， 或 者 换个 说 法 ， 两 个 标准 形 和 矩阵 相抵 当 电 
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仅 当 汪 者 所 含 1 的 个 数 相等 。 这 个 问题 将 在 下 一 章 解 决 。 
全 1 分 别 用 行 和 列 的 初等 变换 化 矩阵 


1-1 0 
4 人: 2 - 
2 3 -1 

为 上 、 下 三 角形 阵 ， 


解 ” 先 玫 行 的 初等 变换 把 A4 变 为 上 三 角 阵 ， 


| 1 -1 0 > 
二 一 一 一 一 一 一 > 一 一 一 


0 5 一 ! 
1 -1 0 
[» 9 1 | 
0 0 0 


0 5 一 
其 次 用 列 的 初等 变换 把 4 变 为 下 三 角形 阵 。 为 此 ， 先 说 明 一 下 
符号 . 与 行 的 初等 变换 相间 ， 用 D,(k) 表示 用 天 <0 乘 定 阵 的 第 ; 
列 ， 用 Pj(k 人 表示 把 第 i 列 的 k' 倍加 到 第 j 列 上 ， 用 CCi， 力 表示 
交换 第 i 列 和 第 j 列 , 但 是 ， 要 把 符 导 写 在 一 > 的 下 边 。 于 是 
1 0 OD 1 站 省 
A {I 5 -1|] ?|3 5 0 
| 1 | 
2 5 -1 I) \2» 5 0 
把 弃 得 的 结果 ， 采 用 $2 的 约定 ， 与 原来 炬 阵 克 用 等 式 连 结 起 
六 就 有 


1 0 Ov 
E 5 | = 4Puatl)Pai( 二) 


2 5 0 
这 里 把 初等 变换 的 符号 写 在 4 的 后 边 表示 变 列 。 


1-1 9 
[ 5 一 :| 5 Pt — Psat 2)Pi( — 3)A, 
0 9 oF 
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例 2 化 下 列 秆 阵 为 标准 形 : 
C22 


(C1) 
1 -1 0 
4-| 2 -1 
2 3 -1 
(3) 
1 -1 0 2 
cl3 2-1 1 
2 3 -1-1 
1 4 -1—3 
解 
《1)》 内 例 1 已 知 
] -1 0 
| 。 5 -1 
0 0 1 
进一步 便 有 
1 -1 0 
[1 1 J 
0 0 
1 0 0 
(el 
0 0 
或 
1 0 0 
3 5 0 
2 5 0 
1 0 0 
ec 人 。 
0 0 0 


i 
二 


= 一 3 Pa -| 
一 一 


ci et 忆 


一 


二 


Le 


‘1b6 


1 0 1 
即 4 的 标准 形 为 : | 中 1 0 | 
0 0 0 
(C2) 
1 0 0 0 
Bp ,Cn), cr 3 8~7 1—5 Pm 
2 5-1-3 
1 0 0 010 0 0 1 
| 0 5 -1 A | -| 
"1 0 0 2 
Di:(3 1 0 国 
| 9 1 7! 1 
0 0 1 


0 0 


) 
pi) 


1 1 10 0 0 
-一 一 一 
| 1 ja 0 1 0 0 
0 0 0 1 ‘oo 10/ 


所 以 ， 上 8 的 标准 形 为 ， 


1 0 0 0 
F 1 0 | 
0 1 0 


1 s 
c 13 5 
Pi(1),Pu(—2) 2 5 
1 5 


Pt — 3),Pa(—2),Pu(t—1) 中 
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0 0 
-1-5 1 
-1 -5 1 
一 IT -5 1 
六 0 0 0 0 
5 -~1 -5 1 
由 5 -1 -5 1 
DO 5 -1-5 1 


嘲 


全 0 0 0 0 
pa( -DPul -ly 0 5 _1-5 :| 一 
0 0 0 1 
\，o 0 0 0 0 ) D:($) 
1 0 0 0 0 
0 1 -1—5 ,| 加 
0 0 0 0 0 | Pi)P 5) Ps — 1) 
0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 | 
0 0 0 0 ?| 
0000 0 
所 以 ，C 的 标准 形 为 : 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 


0 0 0 0 0 
建议 读者 把 以 上 所 求 出 的 标准 形 用 等 式 和 原来 的 矩阵 连结 起 


来 。 
练 习 三 
1。 将 下 列 算 阵 只 用 行 的 消 法 变换 化 为 上 三 角形 ， 
C1) (C2) 
1 1 2 3 3 4-5 了 
sii | 2 -3 -3 一 2 
2 3 一 1 | 4 11-13 16 
1 2 3 -1 7 -2 1 3 


2、 将 下 列 矩 阵 化 为 标准 形 
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5 -1 2 1 /2 0 2 0 3231 
国宝 
和 
0 1 0 1 0 | 
《31 
2 1 -5 1 
1-3 0 -6 
0 2 -1 2 
1] 4 -7 6 


3。 将 本 节 例 2 的 各 矩阵 与 其 标准 形 用 等 式 连结 起 来 ， 
4。 证 明和 住 一 mxn 矩阵 丸 ， 可 以 只 通过 消 法 变换 化 为 ， 


d, 
da 
“4, 


本 
其 中 未 标 出 的 元 素 都 是 0 。 
5。 证明: 只 作 行 的 消 法 变换 可 将 矩阵 (5 化 为 (1 外， 
6。 证 明 乱 阵 的 相抵 关系 适合 反 身 性 ， 对 称 性 ， 传 递 性 ， 


习 题 四 
1， 设 
fr 本 11 2 dni 加 rr 人 
疗 粒 wi 于 中 上 山 中 本 申 曙 
二 It fad | B=| 
[TET 让 31 a 中 
1 a “dy Up Cin 
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证 明 4 与 吾 行 相抵。 


a 0 0.0 
为 上 三 角形 阵 《 限 于 对 行 作 消 法 变换 ) 。 


3。 已 知 
Hil "Qui fT Od 
| ts As=! 相抵 ， 
如 \ ded 
bi bib ,, 
burnb,: 和 
出 
的 rd /0 1 Op AN 
4 i | Qs ) 
| bi bs 中 
| a | 
1 bj, eb, \ 有 


相抵 ，。 上 列 二 阵 中 未 标 出 的 元 素 都 为 0 . 
414， 化 下 列 和 矩阵 为 上 三 角形 《限定 只 用 行 的 消 法 变换 ) 。 


Ci) 
1 a oi bcd 
| 1 b pb: acd | 
A= 1 ~ 0 opd 其 中 ， a.b,ce,d 是 两 两 不 同 的 数 ， 
“3 dd abel 
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《2 1 


amb dba a4b 


tabi dz "" dab r 


| 


anb! Inaba" 人 


5， 人 北 下 列 矩 阵 为 标准 形 . 


《1) 
站 b b b\ 
bab bi 
A=|p bua b | 
b bb av/ 
6， 解 下 列 线 性 方程 组 ， 
《1) 


X11 一 22 十 3 一 和 
民 一 5xXz 十 日 X3 二 了 


4X1 一 Bs 十 12x3=B 


C0 i 1,2, Ni, 
C2) 
1 a 们 *'* 立 
让 了 a 
,B= 


(C2) 
Xl + 2 十 3xa= 1 
[ot 


在 其 1 十 其 =b 


7。 证 明 ， 对 算 阵 的 行 作 消 法 变换 可 以 只 通过 连续 作 若 干 次 相 


邻 两 行 的 消 法 变换 实现 。 


1 和 


第 五 章 行 列 式 


上 一 章 所 介绍 的 消 元 法 ， 已 经 基本 上 解决 了 线性 方程 组 理论 的 
求解 问题 ， 而 且 从 实际 解 题 中 体会 到 ， 消 元 法 是 -- 种 简便 易 行 灵活 
有 效 的 方法 。 但 是 ， 它 还 存在 一 些 值得 进一步 研究 的 问题 . 

首先 ,在 上 一 章 $2 的 讨论 中 看 到 ,线性 方程 组 有 解 与 否 由 d,,， 
…， Go 是否 都 海 于 4 决定 。 而 这 里 的 G1 ,，…, dd 只 是 消 元 后 最 终 所 
遗留 下 来 的 一 组 数 ， 尽管 它 是 由 给 定 的 线性 方程 组 的 诸 系 数 所 决定 
的 ， 但 是 从 消 元 后 所 得 的 结果 却 一 点 也 看 不 出 与 方程 组 诸 系 数 有 何 
直接 联系 ， 

其 次 ， 在 有 解 情 部 下 ，r = 或 r<nt 决定 方程 组 的 解 只 有 一 个 或 
无 穷 多 个 。 尽 管 这 个 > 也 应 该 是 由 方程 组 的 系数 所 决定 ， 但 是 这 里 
也 君 不 出 这 个 关键 的 数 r 与 方程 组 的 诸 系数 有 何必 然 的 联系 。 特 别 
是 ， 当 rn 有时， 这 里 边 的 伸缩 性 更 大 ， 


再 次 ， 当 G 4 = rh 时 ， 方程 组 的 通 解 可 表达 为 ， 
二 
| ze 
| Xe tt 
es 
其 中 fy， t* 为 在 数 域 了 中 任意 取 值 的 4 -rr 个 独立 的 参数 。 


从 这 个 责 达 式 中 ， 也 丝毫 看 不 出 解 与 方程 组 的 系数 有 何 联系 。 
总 插 起 来 说 ， 消 元 法 所 回答 的 闫 于 解 线 性 方程 组 的 三 个 问题 ， 
部 设 有 仁 现 出 线性 方程 组 的 解 与 系数 之 间 的 直接 联系 。 而 解 与 系数 


161 


之 间 的 直接 联系 ， 不 仅 在 具体 求解 方面 是 有 用 的 ， 而 在 论证 问题 和 
解决 实际 问题 上 更 为 重要 . 

中 学 数学 中 关于 一 元 二 次 方程 的 讨论 是 这 方面 一 个 很 好 的 苍 
例 . 我 们 知道 ， 关 于 实 系 数 一 元 二 次 方程 ，ax?+bx+c=0 (*) 
有 下 述 结果 : 

CI》 (*) 有 实 根 当 且 仅 当 b? ~ dac>0; 

《IT (* ) 有 了 瞧 一 实 根 《 即 二 等 根 ) 当 旧 仅 当 妆 - dac = 人 03 

《有 》《*) 的 求 根 公 式 为 
btw bi- dac 

20 

上 述 结果 指出 ， 通 过 实 系数 二 次 方程 的 系数 纵 出 了 实 系 数 二 次 
方程 有 否 实 根 以 及 实 根 个 数 的 判定 条 件 ， 并 给 出 了 求 根 公 式 ， 

对 于 线性 方程 组 的 求解 癌 题 ， 我 们 也 和 希望 能 这 样 ， 用 方程 组 的 
系数 的 其 种 关系 来 表述 有 解 条 件 ， 解 的 个 数 和 求解 公式 。 

本 章 和 下 一 章 就 专门 解决 这 些 阿 题 ， 同 时 在 下 一 章 还 将 解决 解 
之 间 的 关系 问题 。 为 了 解决 通过 方程 组 的 系数 来 表述 方程 组 求解 的 
有 关 问 题 ， 我 们 下 进行 列 式 作 为 工具 ， 本 章 重 点 讨论 行列 式 的 有 关 
理论 。 


中 二 


$ 1 二 、 三 阶 行列 式 


为 了 引进 行列 式 的 定义 ，、， 先 从 用 消 元 法 解 二 、 三 元 线性 方程 组 
开始 , 设 二 元 线 仁 方 程 组， 
QR TT Xz = by 
{ C1) 
0Q21Xi + ta2x2 = bo 
用 az: 乘 第 一 个 方程 ，- aa 素 第 二 个 方程 然后 相 加 ， 得 
(QL022 — O12021 0 NX = bid2a ~ G2bs 


再 用 - ex 素 第 一 个 方程 ，ci 乘 第 二 个 方程 然后 相 加 ， 得 


{11022 一 站 12021 ) xa = dibs 一 bidzi 
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可 以 证 明 ， 如 果 411922 - aaazl 寺 0 则 方程 组 (1) 与 方程 组 
{ 《ailiCa2 一 站 120217X1 = bid2a — tzbs (2 
(q11022 一 G12021) X2 = G11b2 一 六 1G31 
同 解 。 于 是 可 得 
《] ) 如 果 D = 49932 一 Qu2841 夺 0 ， 则 (2)， 从 而 (1) 有 和 解 ， 
C2》 贡 果 忆 = quaaz -aass0， 则 (2)， 从 而 (1) 愉 耕 一 解 ; 


《3) 如 果 刁 = 062s 一 9w9a1 丰 09， 则 C2)， 从 而 (1) 的 解 为 ; 


b 一 bh 立 b 一 b Hy 
1 x 1_ (3) 
下 面 来 解 三 元 线性 方程 组 
V1 1 十 O22 + 3X pi 
C21X1 + G22X2 + QI3X3 = ba (44) 


dX 十 32X2 + G3axa = ha 
用 4 一 O42 乘 第 一 个 方程 » CA 一 i1032) 磁 第 二 个 方 
程 ，aiazQzs 一 30z2 彝 第 三 个 方程 然后 相册 ， 得 
(O022033 + O22ad3t + 13021033 一 G13022031 ~ 12024034 
一 O23032}X1 
= bgzz033 + Gudaabs + Anabad32 ~ G022b3 一 Gusb2a33 一 baada 
类 伺 地 用 一 Caza3s ~ aa23031) 乘 第 一 个 方程 ， oil03 ~ Qi303 汪 第 二 
个 方程 ，- (au6s3 一 Q1021) 彝 第 三 个 方程 ， 煌 加 得 
(CQ11922033 + O12023031 + Gi3021032 一 13022031 一 (12021033 
一 G023032) x2 
= GTripzG33 + boda + Qi021by ~ ob2031 ~ Pdada ~ Ont23ba 
用 (aasiasz 一 czz63i) 蒋 第 一 个 方程 ， 一 (aaiiasl -gl2030) 箭 第 二 个 方 
程 ， (aaazz 一 A12021 ) 乘 第 三 个 方程 ， 相 加 得 
《GOazG33 十 ClzG2z3031 十 C97032 ~ A3022031 一 G10 
一 和 11G23032 X3 


= 如 1 各 33203 十 Ada + haattaa 一 六 :22031 一 站 12 人 33 一 dnbadss 


可 以 证 明 ， 如 采 
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AAA= 400 十 G023031 + Ha21037 一 130232031 一 Q12021033 
32 寺 他 
则 方程 组 (4 ) 与 方程 组 
XI = 上 内: 
AXz = 《57 
上 2 3 


阿 解 ,其 中 ,44:,4s， 依 次 为 上 面 推导 出 米 的 三 个 方程 的 常数 项 ， 
于 是 得 到 : 

(1 ) 如 果 4 盖 0， 则 方程 组 (5)， 从 而 (4 有 解 ; 

《2) 如 果 A 志 0， 册 (5) 从 而 (4 ) 惨 有 一 个 解 ， 

《3) 如 果 4F0， 则 (65 从 而 人 47 的 解 为 

以 上 论述 表明 ， 二 、 三 元 线性 方程 组 可 用 其 系数 组 成 的 某 种 特 
定 的 代数 和 来 表述 有 解 条 件 ， 解 的 个 数 以 及 求解 公式 ， 这 一 事实 一 
方面 说 明 用 线性 方程 绷 系 数 的 一 种 关系 来 直接 表述 线性 方程 组 的 求 
解 问题 是 可 能 的 ， 同 时 也 提供 了 进而 解决 一 般 问 题 的 线索 和 途径 一 
分 析 这 两 个 代数 和 的 构成 情况 ， 从 中 找 出 规律 性 的 启 性 进而 把 它 推 
广 到 一 般 情 形 。 

下 面 就 米 分 析 由 二 、 三 元 线性 方程 组 的 系数 所 构成 的 代数 和 DD 
和 上 的 规律 。 

我 们 分 别 写 出 钱 性 方程 组 (1 ) 和 (4 ) 的 系数 阵 以 及 由 它们 所 确 
定 的 代数 和 五 和 4 : 


BiL Hi12 
A=( ) D= and ~ Ody 
U1 2 


di dis QQ13 
B= 
21 HU22 C24 
时 
C31 G32 C33 
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A= 00203 十 日 12223931 十 O3021032 一 C13022031 一 此 12031G33 
一 11023032 

对 上 述 代数 和 也 和 4， 只 要 弄 清楚 其 项 数 ， 各 项 是 怎样 组 成 的 
以 及 每 项 前 边 的 符号 和 大 如 和 何 确定 的 ， 那 么 该 代数 和 就 完全 确定 。 

对 上 述 两 个 代数 和 可 以 指出 : 

(1) 代数 和 了 D(4) 是 2= 2! (86= 3! ) 项 的 代数 和 ， 

《2) 代数 和 (4) 的 项 是 二 阶 方 路 4 《三 阶 方 阵 B) 的 既 不 
同行 义 不 同 列 的 两 (三 ) 个 元 素 相 乘 之 积 组 成 的 。 而 且 所 有 这 样 的 
乘积 者 是 它 的 项 因此，D (C4) 的 项 的 一 般 形 式 可 天 为 ; 

el G2 C01 Oa:, Qai,) 

其 中 ， 世 izti i2 19) 是] ,2，(1,2,3) 的 任 一 排列 ， 和 需要 神 出 的 
是 ， 项 的 这 种 表示 法 的 特点 是 各 元 素 的 行 下 标 取 由 小 到 大 的 排 法 ， 

( 3》 在 行 下 标 取 由 小 到 大 的 排 法 时 ，D(CA) 中 和 冠 以 正 号 的 项 
的 列 下 标 构 成 下 面 的 排列 ; 

] 2 1233 231 312) 
冠 以 负 号 的 项 的 列 下 标 槐 成 下 面 的 排列 ， 
2 1 (132 213 321) 

这 样 ， 从 二 阶 方 阵 A 三 阶 上方 阵 昌 ) 构 成 代数 和 DCA) 的 规律 已 
经 基本 上 和 漠 清 楚 。 作 为 上 面 论述 的 小 结 ， 我 们 规定 ; 

代数 和 号 叫 敌 二 院 方 阵 妇 的 行列 式 ， 记 作 4det A 或 | A1， 

代数 和 和 A 叫 敌 三 阶 方 阵 B 的 行列 式 ， 记 作 detB 或 | B|. 

二 阶 方 阵 4 的 行列 式 叫做 二 险 行列 式 ， 也 记 作 ; 


Hil 如 12 
人 31 U2 
于 直 ，det4 = Guo2a ~ dz021 或 
人 Li C2 
二 人 1 和 2 Hatale. 
Hal Ha 


三 阶 方 阵子 的 行列 式 叫做 三 阶 行列 式 ， 也 记 作 ， 
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Hi 12 13 
dal Hrs U4 | 
| 六 43] 如 32 下 33 
于 是 ， 
detB = a 0rd + G120923031 十 S13d21042 43027 31 一 Oia 
i113032 
或 者 


I Hi Ui 


G2: Hd12 U23 
Qa (az Qa3 

一 A1922933 + i2023031 十 OGa032 一 机 13 人 282031 一 O2021034 一 M11923032 

关于 . 一、 三 界 行 列 式 ， 应 当 注 意 ， 

(1)》 每 个 二 孟 《 三 阶 )》 方 阵 宛 确定 崔 一 的 一 个 二 《三 》 阶 行 
列 式 

(2 )》 二 《三 )》 阶 方 阵 与 二 《三 》 稚 行列 式 不 能 混为一谈 ， 它 
们 有 联系 又 有 区 别 ， 本质 上 的 区 别 在 于 行列 式 荐 一 个 代数 和 ， 其 结 
果 是 数 域 了 中 的 数 ， 时 做 行列 式 的 值 。 谊 方 阵 基 一 个 表 ， 不 是 数 ， 
它 主 要 体现 一 些 数 的 位 置 关 系 。 从 符号 上 夏 ， 阵 用 前 是 圆 括号 , 行 
列 式 用 的 是 两 个 竖 直 线 跋 ， 

(3 ) 每 个 元 素 都 附 有 了 两 个 下 标 。 前 者 表示 该 元 素 所 在 之 行 的 
世 置 夯 数 ， 后 者 表示 该 元 素 所 在 之 列 的 位 置 冯 数 . 这 种 记 法 主要 是 
为 了 叙述 问题 和 讨论 问题 方便 ， 而 在 具体 问题 中 ， 只 要 方 阵 给 定 
了 ， 每 个 元 素 之 行列 位 置 就 
已 确定 ， 所 以 ， 这 时 就 不 必 
写 出 下 标 ， 

《4) 二 阶 行列 式 的 值 
是 容易 计算 的 ， 对 于 三 阶 行 
列 式 有 一 个 便 手 记忆 的 计算 
规则 一 一 对 角 线 规则 ， 
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即 实 线 上 所 组 成 之 梁 积 其 前 边 冠 以 正 号 ， 虚 线 上 所 组 上 成 之 乘积 其 六 
边 冠 以 货号 . 
例 1 ”计算 下 列 二 阶 方 阵 所 确定 的 一 阶 行 列 式 的 值 : 


1 一 和 一 1 
“(i 2) 
3 3 


2 


4=( ， ， 
1 7 


解 
' 1 一 2 1 
detAl = =1]x3-{-23)x 二 =4 
3 3 2 
| 2 
ak | 7 < Cx -2x1=0 
1 一 2 | 
dotts= | 5 1 | -=5x1l-1lxi-4 
1 211 
例 2 计算 三 阶 列 行 式 的 值 ， 
1 0 一 1 
2 1 —2 
| 0 3 1 
解 ”应 用 对 第 钱 规 册 
1 人 和 一 1 | 天 2 
2 1 一 221 X3-(-1XLXxfh 一 人 xx2xl 一 1 
0 3 1 | x(-2)x3=1 


例 3 ” 写 出 三 阶 方 阵 


bi His U13 
Bi=| bs a 3 
by gas fas 


葛 行 列 式 。 
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bl diz os | 


detBi= | by ds 923 
| 033 (33 
= bg220a3 + G12023bs + G13bz032 一 13022ba 一 a12badsa 
— baada 
应用 二 、 三 阶 行列 式 ,关于 二 ,三 元 线性 方程 组 的 求解 问题 可 得 
命题 如果 二 三) 元 线性 方程 组 (1)((4)) 的 系数 阵 4t8B) 的 
行列 式 detAA 二 0(detB 三 0)， 刚 (1)((4)) 有 瞧 一 解 为 


| bl ds I bi | 

x 一 1 > Uz dri ba 
{= ml 
| Hl Wi2 | Qs qz | 

| Oz1 dz22 fal tz2 


dn bb! da 


Hal bz 站 


| as bs aas | 
dT 在 13 di 


人 21 站 za zd | + 


tar 了 32 33 


far Qa ba 
Hi Hi ds 


U1 Ui U3 


[a Qi QI 


从 上 面 解 的 表 法 ， 可 以 署 出 线性 方程 组 的 解 的 规律 。 首 先 ， 二 
元 线性 方程 组 ( 工 ) 的 解 是 二 数 之 高 ， 其 分 母 相同 ， 都 是 系数 阵 的 行 
列 式 ， 称 它 为 方程 组 的 系数 行列 式 ， 其 中 < 的 分 子 为 用 常数 项 替换 
系数 行列 式 的 第 一 列 所 得 到 的 二 阶 行列 式 ， 而 x; 的 分 子 为 用 常数 项 
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替换 系数 行列 式 的 第 二 列 所 得 到 的 二 阶 行 列 式 ， 类似 地 ， 可 以 的 韦 
三 元 线性 方程 组 解 的 规律 ， 


练 习 一 
IT。 计算 下 列 二 阶 行列 式 : 
C1) fa ab (2) 1x—1 1 
ou bb 十 区 十 1 
(3) la+b a-b (#4) | eosa -sine: 
a—b | sing -cose 
2。 利 用 二 阶 行列 式 解 下 列 线 性 方程 组 ; 
(1» { BX1 + 2X2 =3 2) 人 XICOSE — Xsine 一 在 
dx1 + 2xz = 1 xising 十 X2Cost = 
人 
2xiT3X2 = 
和 
Ci» 1 2 3 (C2) | 1 1 1 
2 3 1 3 1 
3 1 2| 8 9 5 
(3) 2 0 0 1 1 1 
3 1 0 计时 Xt Xa = 
了 4 1 Yl 32 Yi 
(5) 1 a a’ 
1 bp b’ 
1 DC ©? 
4。 用 三 阶 行列 式 解 下 列 线性 方程 组 ， 
《1 XI+Xz 二 %3= 1 《了 1 2xX1 一 Xi+ Hxy= 1 
[rset | dx 十 2X1 十 5x3 二 44 
2X1— XxX3— 3x3= 一 工 2XL + 2x3=6 
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$ 2 ”排列 的 奇 侦 性 


上 节 给 则 了 二 、 三 阶 行列 式 的 概念 ， 并 且 对 二 、 三 阶 行列 式 的 
构成 规律 志 有 了 基本 的 了 解 。 为 了 象 用 二 、 三 阶 行 列 式 去 解决 二 、 
三 元 线性 方程 组 的 求解 问题 那样 去 解决 一 般 线性 方程 组 的 求解 问 
题 ， 首 先 必 须 把 二 、 三 阶 行列 式 推广 ， 给 出 行列 式 的 一 般 定义 。 但 
是 ， 我 们 的 准备 还 不 够 充分 。 问题 在 于 对 二 、 三 阶 行列 式 每 项 前 边 
的 正 负 号 的 确定 ， 只 是 知 其 然而 不 知 其 所 以 然 ， 还 说 不 出 确定 各 项 
符号 的 规律 解决 间 题 的 途径 是 必须 揭示 出 取 相 同 符号 的 各 项 ， 其 
到 下 标 所 构成 的 排列 的 共性 ， 从 而 掌握 确 定 各 项 前 面 正 、 负 号 的 一 
般 规 律 。 为 此 ， 我 们 来 讨论 排列 的 奇偶 性 。 

前 # 个 自然 数 1 ，2 ，…， 的 任意 一 种 确定 的 排列 方法 ; 
i2iri， 都 暴 做 一 个 元 排列 。，n 元 排列 的 全 体 所 成 的 集合 用 符号 
S， 洗 示 。 可知，n 元 排列 共有 ni 个 。 例 如 ，1 ，2 的 二 元 排列 共 
有 2!1 = 2 个, 12，21。 

1 ，2 ，3 的 三 元 排列 共有 31 = 6 个 ， 

123 231; 312; 132; 213; 321, 

在 nn 元 排列 中 ,具有 排列 1 2 …m 特殊 ， 它 是 控 数 的 大 小 次 
序 ,; 由 小 到 大 从 前 往 后 排列 的 , 称 它 为 自然 排列 。 其 它 尾 一 元 排列 
都 一 定 出 现 较 小 的 数 1 排 在 大 数 7 了 之 后 的 情况 ， 这 时 称 i 与 j 构成 
排列 的 一 个 反 序 。 如 在 由 元 排列 2 1 4 3 中 ，1 与 2 构成 一 个 反 
序 ，3 与 4 也 构成 一 个 反 序 。 排列 2 1 4 3 中 共有 两 个 反 皮 ,再 
如 , 在 排列 3142 中 ,1 与 3，2 与 3，2 与 4 都 构成 反 序 ， 
且 只 有 这 三 个 反 序 ， 即 排列 3 1 4 2 共有 三 个 反 序 。 显 然 ， 自 然 
排列 没有 反 序 . 

定义 1 站 元 排列 和 关中 反 序 的 个 数 叫 做 它 的 反 序 数 ， 
记 作 ， T[ti ts ]。 

由 定义 1 容易 知道 ，n 元 排列 计 。 的 反 序 数 TCD 
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等 于 排列 中 每 个 数码 前 边 大 于 该 数码 的 数 的 个 数 之 和 ， 所 以 ,计算 
一 个 n 元 排列 的 反 序 数 ， 可 先 从 晤 小 数码 1 作 起 ， 如 果 比 1 太 排 在 
1 之 前 的 数码 有 mt 个 ， 比 2 大 排 在 2 之 前 的 数码 有 加 :个 ,…, 直 到 
最 后 ， 则 Tt[iia 习 = 二 二 机, .1。 于 赴 
T2134]=2, Tt3142)=3, Tl 2"n]=0 

定义 2 上 友 序 数 是 偶数 的 排列 叫 偶 排列 ， 反 序数 是 奇数 的 排列 
叫 奇 排列 . 

按 定 多 2 可 知 ， 每 一 排列 非 毒 即 偶 。 

因为 ，T52 1 4 31= 2， 所 以 排列 2 1 4 3 是 偶 排 烈 ; tr[3 
1 4 2]= 3， 所 以 排列 3 1 4 2 是 奇 排列 ; tC12.…nj=0， 所 
以 排列 1] 2… 是 偶 排 列 ， 

例 1 8 元 排列 : 站 # -1…3 2 1 是 偶 排 列 还 是 奇 排列 ? 

解 ” 允 计算 排列 zs rn 一 1…3 2 IT 的 应 序数 。 

排 在 1 之 前 大 于 1 的 数 有 n 一 1 个 : 

排 在 2 之 前 大 于 2 的 数 有 n - 2 个 ; 

排 在 3 了 3 的 数 有 一 3 个 


排 在 4 1 之 前 大 于 nt - 1 的 数 有 1 个， 
所 以 ,rfna nm13 2 1]=Cn— 1)+(hn-2)+ (m3)+.+1 
_ ntn—1) 
2 


因此 ， 于 一 为 偶数 时 ,n 一 1"…321 为 偶 排列 ; 一 为 


奇数 时 ，n nn 一 1…3 2 1 为 奇 排列 ， 
例 2 计算 所 有 二 、 三 元 排 询 的 反 序数 ， 并 按 奇 侦 姓 分 别 写 出 
之 ， 
解 ”一 元 排列 共有 两 全， 它们 的 反 序 数 为 ， 
T1112]=0; 21]=1 
所 以 ， 二 元 偶 排列 为 ，1 2 , 
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二 元 奇 排列 为 ，2 1 。 

三 元 排列 共有 六 个 ;， 1 2 3}; 231; 312; 132; 21 
3; 321. 而 

fr1 2 3 =0, TL2 8 1)=2, tL3 1 2)=2, tL1 3 2]=1， 
ti2 1 31]=1, tt3 2 11=3, 

所 以 

三 元 偶 排 麟 是 ; 1 2 3 231; 312 

三 元 奇 排列 是 : 1 3 2; 213; 321， 

此 情 说 明 ， 二 《 兰 ) 元 排列 中 ， 奇 、 偶 排列 各 占 一 尘 ， 这 不 是 
偶然 的 ， 对 元 排列 来 说 也 对 ， 即 奇 、 偶 排列 各 占 一 学 。 为 了 证 明 
这 个 结论 ， 给 出 对 换 欧 概念 。 

定义 3 ”任意 互 换 一 个 排列 中 两 个 数码 的 位 置 ， 叫 做 对 该 排列 
作 一 次 对 换 ， 也 简称 为 对 换 。 

如 果 把 一 个 排列 ，… 和 人 必 一 次 对 换 宇 和 于 变 为 排列 ，…… 产 … 
1 时 ， 则 记 作 ， 

有 

在 上 面 各 排列 中 … 遍 表示 的 元 素 都 对 应 一 样 ， 

例如 ， 对 四 元 排列 3 1 4 2 作 一 次 2 与 3 两 数码 的 对 换 ， 则 有 

3142C 3 .2143 
关于 对 换 有 下 列 人 性 质 : 


C1 ) 车 排 列 甲 < 站 六 一 排列 乙 ， 则 排列 乙 -< 半 放 -四 
(0) 基 排 列 四 bi- 到 ， 则 
排列 Zt) 人 (i 一 排列 甲 。 
(3 ) 对 于 性 意 二 元 排列 甲 和 乙 ， 都 可 以 用 若干 次 对 换 把 其 
中 一 个 变 为 男 一 个 ， 比 如 ， 
123 nn—1n Si i dirt, 
可 用 如下 一 些 对 换 把 1 2 3 …n 一 1 变 为 ibiaein iin。 
如 果 计 所 1， 则 
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1 2 3…' 天 一 1 n Ci iihjaje, 
此 外 站 ,jx,: ""y js: 为 ] ,2,3,"…,n 中 渗 掉 计 所 余下 徇 n 一 1 个 
数码 。 如 果 i 三 ih， 则 有 


1 2 3 ntl) ， jj j,- Pei 一 | ik Ks 日 一 上 


其 中 ，Ki 为 1 2 .中 去 掉 5 后 余下 的 数码 ， 

如 此 继续 下去， 即 可 用 若 二 次 对 换 把 12…m 变 为 fifz in。 

《4 ) 车 排列 甲 ，…isys2…84j…* 中 ,让 与 站 之 间隔 有 Kk 个 数码 ， 
作 一 次 对 换 位 ,站 把 排列 甲 变 为 排列 蕊 ;i8284i* 时 ， 则 可 以 
用 2K+ 1 次 相 邻 数码 的 对 换 把 排列 甲 变 为 排列 乙 : 


排列 


-Se 


ii Bet} .ii Bs ji C819)) 一 (Sr 及 
C8197) 


下 1 时 


命题 1 如果 排 列 … 订 … 下 2 工 …… 于 = 区， 
…] 土 1。 即 作 一 次 相 邻 数码 的 对 换 ， 改 变 排 列 的 奇偶 性 。 
证 明 容易 看 出 
+ 。 当 i< 潮 
TC… 了 一 1 当 i2>j 时 
所 以 ， 不 论 那 种 情况 ， 反 序数 tC… 廊 "3 的 奇偶 性 与 TC 说 …] 
的 奇偶 性 相反 。 固 此, 排列 ，… 关 … 与 排列 ，… 计 … 的 奇偶 性 相反 。， 
证 完 . 
由 命题 1 容易 推出 ， 
推论 1 ”排列 经 候 数 次 相 邻 数码 的 对 换 后 ， 奇 假 性 不 变 ! 经 奇 
数 次 扯 邻 数码 的 对 换 后 ， 改 变 奇偶 性 . 
出 对 换 的 性 质 (4 ) 知 ， 任 一 对 换 都 可 用 奇数 个 相 邻 数码 的 对 换 
实现 ， 所 以 有 
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推论 2 ”排列 经 一 次 对 换 后 改变 吞 偶 性 . 
命题 2 (之 1) 元 排列 的 集合 5. 中 ， 奇 、 偶 排列 各 有 一 个. 


证 明 设 3, 中 奇 、 偶 排列 分 别 为 个 和 上 上 个 ,于 是 有 s+t=HI。 
只 要 证 得 5=t， 巾 命题 2 成 立 。 为 此 用 一 个 对 换 ， 比 如 (1 ,2 ) 去 作 
用 $, 中 的 每 一 个 奇 排 列 ， 则 由 推论 2 ,5, 中 的 s 个 奇 排列 都 变 为 z 
元 偶 排 列 。 叉 因 不 同 的 奇 排列 用 同一 个 对 换 ( 1 , 2 ) 作用 ， 变 得 的 
排列 也 都 不 同 。 所 以 ， 个 奇 排列 经 对 换 (1 ，2 ) 由 后 ， 得 到 s 个 
不 同 的 偶 排 列 。 而 所 有 的 偶 排列 共 为 t 个 ， 因 此 必 有 : s 拟 1。 辣 理 
了 丙 证 ; ts 此 有 s =。 好 得 : 


nn 1 ， 
:= 型 4- 型， 证 完 . 


命题 3 ”设计 和 jj jj ,是 两 个 # 元 排列 ， 同 
时 交换 上 述 两 个 排列 的 第 :个 和 第 1 个 数码 ， 即 把 第 一 个 排列 作对 
换 ，(i,,i,)， 第 二 个 排列 作对 撞 ，(;,j,)， 得 到 排列 ， 


下 和 
网 Tlie ti + 
Thij, jj ] 窗 惕 性 柏 同 ， 
证 明 
由 推论 2 知 ; 
Ti 的 奇偶 性 相反 ， 
Th 的 而 侦 性 相反 ， 所 以 
Th Ti 村 数 
Th T= 有 有数 
因 此 有 有 


Te 二 
+TCF 关 = 偶数 


Cr rise d+ Ths dd) Criyent ,ts i 


二 站 六 = 个 数 。 

所 以 ， 命 题 3 结论 成 立 ， 

最 后 ， 应 用 排列 的 奇偶 性 来 揭示 一 下 二 、 三 阶 行列 式 中 和 项 前 
面 摧 带 的 符号 的 规律 . 

二 阶 行列 式 中 ， 

冠 以 正 号 的 项 ， 行 下 标 排 成 自然 排列 后 ， 列 下 标的 排列 为 
12; 

冠 以 贷 号 的 项 ， 行 下 标 排 成 自然 排列 后 ， 列 下 标的 排列 为 ; 
21; 

三 院 行 烈 式 中 ， 

冠 以 正 多 的 项 ， 行 下 标 排 成 自然 排列 后 ， 列 干 标的 排列 为 : 
123 231; 312; 

冠 以 负 导 的 项 ， 行 下 标 排 成 自然 排列 后 ， 列 下 标的 排列 为 ， 
132;2137321。 

综 台 上 述 ， 可 以 看 出 如 下 规律 ， 

项 前 冠 以 正 号 ， 当 和 且 仅 当 行 下 标 排 成 自然 排列 后 ， 列 下 标的 排 
列 为 个 排列 ， 

项 前 冠 以 负 号 ， 当 且 仅 当 行 下 标 排 成 自然 排列 后 ， 列 下 标的 排 
列 为 奇 排列 。 

显然 ， 上 述 规 律 不 受 行列 式 的 阶 数 为 二 或 三 的 约束 。 


练 习 二 


]， 计 算 下 列 排列 的 上 肥 序数 ， 

(1) 523146879 

(2) 13572468 

(3) 13 58".(2n—1)2 4.2n 

2。 选择 守 与 让， 使 
<1)1274i56j9 是 惕 排列 ， 


(2)1i25j4897 是 奇 排列 ， 

3。 设 排列 ia… 让 是 1,2， sn 的 一 个 排列 , 它 的 有 反 序 数 为 t ， 
试 求 排列 i _,…izsi 的 反 序数 . 

1。 写 出 所 有 4 元 排列 ， 

5。 任 一 排列 都 可 既 过 与 其 反 序 数 相同 次 数 的 对 换 化 为 自然 排 
列 . 

6。 证 明 ，TtClisis)= tCCis- 1}(i -1).(i, 1)) 

其 中 以 ia:…i; 为 2,3,…，n 的 一 个 排列 ， 


$3 nn 阶 行列 式 


有 了 上 两 节 的 准备 ， 和 将 很 自然 的 得 出 n 阶 行列 式 的 概念 . 
首先 ， 应 用 上 节 给 出 的 二 、 三 阶 行列 式 各 项 前 这 符号 的 规律 ， 
对 二 、 三 阶 行列 式 的 定义 就 能 用 统一 的 方式 表达 得 更 加 透彻 。 
设 
人 21 Hi2 Ui3 
A=( Ol ) | aa dz2 好 23 j= 
N21 22 \ 
dar tar U33 
方 阵 . 
以 4 的 妍 不 同行 又 不 同 列 的 二 《三 ) 个 元 雪 之 积 ; 011,0;;， 
(aii aii esi) 作 项 ， 
项 Qi di (i011.041,) 冠 以 符号 ， 
Co lirisM(— 1 Yrinisis) 
于 是 ， 这 样 一 切 可 能 的 21(31) 项 的 代数 和 ， 
Vy 《一 11775601ia0，， Li 


] 2 


( 2 CDoriina i er,as.,) 


叫做 二 《三 ) 阶 方 阵 4 的 行列 式 。 记 作 
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了 
4 


det.A = pb -gi 0;, 


i 


( detA = 》， CD a er,) 


站 
或 

让 11 di2 rri ii 3 

一 一 Lb 2 。 

> ‘ 1) dL dt, 
了 
| a di2 U1 
了 
| rz i, fu， ] 
(a Ga as | > 《一 1 
TD 

Wal U32 个 33 1 


显然 ， 在 上 述 的 二 、 三 阶 行列 式 的 这 个 表述 中 已 经 不 受 方 阵 44 
的 阶 数 是 二 或 三 的 约束 ， 完 全 具备 了 一 般 行 列 式 概念 的 各 个 要 素 : 
项 数 ， 项 的 档 成 ， 符 号 ， 取 和 。 这 样 ， 就 自然 地 引出 了 站 阶 行列 式 
的 概 记 。 
定义 1 设 * 阶 方 阵 
‘A Hz ”1n 
| | 
: 
| 
| 


= dl G2 ”zi 


i 
\ dn 他 


代数 和 ;CD fiiisving,; gi, ma (1) 


叫做 4 的 行列 式 ， 记 作 ，det4 或 14| 。?# 阶 方 阵 4 的 行列 起 叫做 = 阶 
行列 式 ， 也 记 作 : 
CU 2 "+ Qn 


21 U2 "** Qin 


el dns "'” Cnn | 


二 > 《一 1 


让 
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此 处 。 >， ， 甫 示 对 所 有 # 元 排列 取 和 。 


当 hn = 2,3 时 ， 这 里 的 定义 与 以 前 的 二 、 三 阶 行列 式 是 一 致 的 ， 
这 里 需要 强调 ， 
《12 按 定义 I， 每 一 个 n 阶 方 阵 妨 = (a,;) 都 有 一 个 唯一 确 
定 的 行列 式 ，; 
detA= 2 C— 1)riiiz ‘nf 2 


(2) nn 阶 方 阵 与 4 阶 行列 式 不 能 混为一谈 ， 它们 有 联系 又 有 
区 列 。 本质 的 区 别 在 于 nn 阶 行 烈 式 是 一 个 代数 和 ， 其 结 末 是 一 个 
数 ， 叫 做 行列 式 的 值 。 而 nn 阶 方 阵 是 一 个 表 ， 一 般 来 说 不 是 数 ， 它 
体现 一 些 数 的 位 置 关系 。 从 符号 上 看 ， 阵 用 圆 括 号 ,行列 式 用 的 是 
两 个 紧 直 线段 。 

431 代数 和 《1》 共 有 1 项 ,从 这 个 代数 和 可 以 清楚 看 出 ， 
这 nn! 项 中 每 一 项 的 构成 恰好 是 取 自 方 降 委 的 不 同行 、 不 同 列 nn 个 
元 素 作 乘积 。 项 前 冠 以 正 〈 负 ) 号 ， 当 且 仅 当 该 项 的 列 下 标 所 成 的 
排列 ,i2…i。 是 偶 〈 奇 ) 排列 。 因 而 冠 以 正 号 和 冠 以 负 号 的 项 各 


| 
为 个， 


《4》 对 于 行列 式 中 各 元 素 的 下 标 ， 和 二 、 三 阶 行列 式 的 情况 
一 样 ， 主 要 作用 是 标明 该 元 素 所 在 之 位 置 ， 只 要 行列 式 给 定 ， 那 末 
它 的 各 个 元 素 的 位 置 就 确定 了 ， 廊 以 不 必 再 写 出 下 标 。 这 时 一 点 也 
不 妇 碍 确 记 各 项 前 面 的 正 、 负 号 。 

下 面 根据 行列 式 的 定义 ， 给 出 刀 个 特殊 n 阶 行列 式 计算 值 的 结 
果 ， 

命题 ] 上 (下 ) 三 角形 阵 的 行列 式 的 值 等 于 其 对 角 线 上 * 个 
元 案 之 积 ， 即 ， 若 

| (11 | a 
A 如 22 而 玻 az 0 | 


二 | 
境 和 1 
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MidetA = qr Gs pn 
证 明 下面 就 下 三 角形 阵 的 行列 式 作 和 证明， 上 三 角形 的 情况 作 
为 练习 。 
| Qu | 


det 凡 = 


| ，» 


= Dg 


i ia- [ 


我 们 分 析 一 下 2 阶 行 列 式 的 各 个 项 . 根据 下 三 角形 阵 的 特点 ， 
第 一 行 元 球 中 除去 ou 外 ， 都 等 于 0 。 所 以 ， 除 去 
召 11 Uri, i 
这 样 的 项 ， 其 它 各 项 必 为 零 
阿 理 ， 在 形 如 :an di i, 的 项 当中 ,因为 已 有 第 一 列 的 元 
素 ， 所 以 不 能 有 ?Pa = 1， 故 踪 去 is = 2， 其 余 各 项 都 等 于 0 ， 即 除去 
Ql 22 Bis Ci 
这 样 的 项 ,其 它 各 项 都 为 0， 
奶 此 继续 推理 下 去 ， 人 使 有， 路 去 
站 IE Has **" ny 
这 样 一 项 外 ， 其 余 所 有 各 项 都 为 0 ， 而 tL12…n] =0， 所 以 
detA = Qi 22°* "Hn no 
由 命题 1 显然 有 


个 1 用 


= dn 


合 题 2 设 A= (qi;) 中 有 一 行 ( 列 ) 元 素 全 为 0 ， 则 det4 =0。 
事实 上 ， 若 4 有 一 行 《 列 ) 元 素 全 为 8 时 ， 根 据 行 列 式 定义 ， 
行列 式 的 每 一 项 是 点 中 不 同行 不 同 列 站 元 素 的 乘积 ， 所 以 det4 中 
179 


的 每 一 项 必 有 一 个 元 索 为 0 ， 从 而 det4 = 10。 
命题 3 设 
”如 1 站 他 ， 


| | 
性 立 i 站 
成 = 21 22 了 | 1 一 


| 多 
“Ort x gs) 
则 det4 =aidetA;, 
证 明 ”由 定义 
detA= 2 (一 二 “a 
.  - s 


因为 4 的 第 一 行 除 a11 外 ， 其 它 各 元 素 都 为 ?0， 所 以 除去 计 =1 的 
项 ， 其 它 各 项 都 等 于 0 。 所 以 有 
detA= 2 iin gg ari, qr. 


iginesn 


= , C1) iainl gi ge, 
= Cig, gn 
=0rdetA 

此 处 ，P= 设 -1，…，is =i, 一 1。 证 完 . 

根据 定义 1 ， 任 意 不 同行 、 不 同 列 的 n 个 元 素 之 积 ， 都 是 nn 阶 
行列 式 中 的 一 项 ， 所 以 ，n 阶 行列 式 中 的 项 又 可 写 为 

di i i 

其 中 ， 坟 iy…i 与 7 是 两 个 nn 元 排列 . 

按 定 义 1 ， 行 列 式 中 各 项 的 符号 ， 是 在 行 下 标 为 自然 排列 时 ， 
由 列 下 标 所 成 的 排列 的 奇 侦 性 来 决定 。 下 面 讨论 一 下 ， 在 行 下 标的 
排列 是 一 般 元 排列 时 ， 如 何 去 确 定 该 项 的 符号 ， 

命题 4 za 阶 行列 式 中 的 项 ，4,,;，4,,;,"… 4,,,, 的 符号 是 


CC-1y" ri Liz “nlti[li ji"ini 
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证 明 ” 按 行 到 式 的 定义 ， 确 定 项 
di dss, 
的 符号 ， 必 须 将 行 下 标 排 成 自然 排列 ， 为 此 ,把 项 einaisrr…aiyi， 
中 的 元 素 专 换 位 置 。 如 果 经 过 s 次 互 换 两 个 元 素 的 位 置 ， 得 到 
HO, 
这 时 , 行 下 标的 排列 i 记 …i,。 和 列 下 标的 排列 j; j…j,， 经 
这 s 次 互 换 两 个 元 素 的 位 置 变 为 1 2…t 和 KK Fa…F 于是， 由 
上 节 命 题 3 可 知 :， Ti +EzC 关 pi] 的 奇 但 性 与 tCl 2…m 
+ tCkikza*…rk,j 的 奇偶 性 相同 ,所 以 有 (一 1 人 a Isltrfitis is]= 
(一 于 7 ?2 tek nt 
但 是 ， 由 行列 式 定义 ， -1 为 项 


+ 位 和 


2 7 2 工本 于 


Br Gr, Gat, Bla;,; a 
的 符 扎 ， 于 是 命题 得 证 ， 
上 面 对 方 阵 定 义 了 行列 式 的 黎 念 ， 现 在 把 它 扩 展 到 一 般 算 阵 上 
去 ， 先 看 一 个 具体 例子 ， 
设 


这 是 一 个 三 行 四 询 矩 距 ， 因 此 说 矩阵 上 的 行列 式 是 设 意义 的 ， 
因为 4 只 有 三 个 行 ， 所 以 不 能 组 成 四 阶 行列 式 、 但 是 ， 用 妇 的 元 娄 
去 组 成 三 阶 行列 式 是 可 能 的 ， 而 且 能 作出 好 几 什 三 阶 行 列 式 ， 比 
如 ， 取 I、2 、3 列 则 得 到 三 阶 方 阵 


从 而 得 到 一 个 三 阶 行列 式 
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1 一 1 0 

3 2 -1 
| 4 1 —5 

取 1、2、4 列 得 到 三 院 方 阵 


1 一 1 2 
as-| : 2 :| 
4 1 0 


从 而 得 到 一 个 三 阶 行 列 式 


det 才 ] 一 


时 


1 一 1 2 
detB, = 3 2 1 
4 t 0 


类 似 地 还 能 作出 一 些 三 阶 行列 式 ， 当 然 ， 也 可 出 抱 距 4 的 元 
素 ， 组 成 一 些 二 阶 行 列 式 ， 比 如 ， 取 4 的 I1、2 两 询 ，1、3 商行 
交叉 位 置 的 元 素 ， 得 到 一 个 二 阶 方 注 


TI —1 
(1 
4 1 


从 而 得 到 一 个 二 阶 行列 式 


[1 一 1 
dotc= | 


1 
由 上 述 看 出 ， 昌 然 一 个 mx 托 耻 本 一 定 能 确定 一 个 行列 式 ， 
但 是 ， 如 上 那样 用 些 泗 和 的 元 素 都 能 组 成 许多 阶 数 较 低 的 行列 
式 ， 这 些 行 列 式 对 于 刻 划 知 注 丰 的 性 质 ， 有 着 重要 意义 , 为 此 给 
出 ， 
定 半 2 设 域 xjg 虹 联 


ri 2 | 
i 
[Fd 六 "* 
A= | O22 1 | 
! [ | 
| 
en ne rr 
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对 任 一 正 整 数 r<minr(m,n) ,由 4 中 任 取 *” 个 不 同 的 行 ,r 个 不 同 的 
列 ， 其 交叉 位 置 上 的 元 素 〈 保 持 元 素 间 原来 的 次 序 ) 确定 一 个 + 阶 
方 阵 : 

Qi Giji, YY dini, 

En his 

B= :1 js 
i iris YY Airi, 
B 的 行列 式 detB 称 为 御 阵 4 的 一 个 7 了 玲子 〈 行 列 ) 式 。 
例 1 写 出 矩阵 


1 一 1 0 2 
-| : 2 一 1 :| 
d 1 -5 0 


的 所 有 子 式 . 
解 ”从 殖 阵 4 的 阶 数 最 高 的 子 式 作 起 ， 因 为 4 只 有 三 个 行 ， 所 
以 4 的 子 式 阶 数 最 高 为 3 ， 
点 的 三 阶 子 式 共 有 四 人 个， 前边 蕊 经 写 出 了 两 个 。 另 两 个 是 
取 1、3 、4 列 得 一 三 阶 方 阵 ， 


1 0 2 
-| : 一 1 
4 一 0 


从 而 得 到 4 的 又 一 个 三 阶 子 式 : 


， 1 gy 2 
detB: = 3 — 1 1 
4 一 5 0 


取 2、3 、4 列 得 一 三 阶 方 阵 ， 
-1 0 2 
"| 2 -1 ,| 
1 ~5 1 
从 而 得 到 4 的 第 四 个 三 阶 子 式 : 
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| 一 ] 0 2 
se 2 -1 1 
: ] 一 5 0 
下 面 来 看 4 的 二 阶 子 式 . 
取 4 的 第 一 、 第 二 两 行 可 以 得 4 的 六 个 二 阶 子 式 如 下 : 


取 ] 、2 列 ， 得 二 阶 子 式 为 和 |: 取 1、3 列 ， 得 


! 1 | :到 1,4 列 得 二 阶 子 式 为 | 


二 阶 子 式 为 | _ 


取 2、3 列 ， 得 二 阶 序 式 为 | 


~ 1 0 
1 } 到 2、4 列 ， 得 二 


2 


阶 子 式 为 I， 1 | ! 取 3、4 列 ,得 二 阶 子 式 为 | | 


类 似 地 ， 取 和 4 的 第 一 、 第 三 两 行 以 及 第 二 、 第 三 两 行 ， 还 能 分 
别 组 成 的 二 阶 子 式 各 六 个 。 这些 二 阶 子 式 不 再 一 一 列举 ， 作 为 练 
习 ， 请 读 背 自己 写 出 来 。 由 上 述 可 知 ，4 的 二 防 子 式 共 有 18 个 。 

最 后 ， 人 4 的 一 阶 子 式 是 显然 的 ， 即 4 的 每 一 个 元 素 都 是 4 的 一 
阶 子 式 ， 所 以 4 共有 12 个 一 阶 子 式 ， 即 4 的 12 个 元 素 。 

特别 的 ， 对 于 防 方 阵 44 来 说 ，4 的 行列 式 det4 是 4 的 一 个 产 阶 
子 式 ， 它 是 和 4 的 唯一 的 一 个 阶 数 最 高 的 子 式 ， 

例 2 写 出 三 阶 方 阵 
1 —1 0 
3 2 —1 
4 1 -5 


总 二 


的 所 有 子 式 . 

解 4 的 子 式 中 防 数 最 高 的 为 3 。 妥 竟 三 阶 子 式 只 有 一 个 ， 册 
detA, 

二 阶 子 式 有 : 

出 1、2 行 组 成 的 有 三 个 : 
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,到 13 列 ,得 | ， |， 
取 1、 2 列 、， 得 3 2 全 和 3 一 1] 


| -1 0 
取 2、 3 列 ， 得 ， 2 -1 


} 


由 1 、3 行 组 咸 的 有 三 个 : 


”| ， 到 1,3 列 ,得 il ?1 
] 和 9 » | 4 


-81| 


取 1、2 列 , 得 ，， 
0 
5 
由 2 、3 行 组 成 的 了 世 有 三 个 

13 “|| | 一 1 


取 2、3 列 ， 得 i 
1 


1 4 1 4 一 5 1 -5 
4 的 一 阶 子 式 共 有 日 个 ， 即 4 的 9 个 元 束 ; 

1，-1， 0 

3， 2, -1 


4， 1, 一 5。 


练 习 三 


1。 车 qnma2,932dui， 4u92203;044 和 a ;i050404。 为 四 阶 行列 式 
的 项 ， 试 分 黄 确 定 1 和 全 前 两 项 所 带 符号 为 正 ， 最 后 一 项 所 带 的 


符号 为 负 ， 

2。 判 断 下 列 乘 积 是 否 是 五 阶 行列 式 的 项 ， 如 是 ， 标 上 该 项 所 
带 的 符号 ; 

《1 》 GyG33G34G41G55 C2) Ci023034045051 

{C3Y qa CAY coalyadisddadsl 


3。 写 出 四 阶 行列 式 带 负 号 且 包 念 元 素 aw3 的 项 、 
4。 用 行列 式 定 久 计 算 下 列 行 列 式 的 十 ; 
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C1) 0 1 0 0 (2) 1 0 1 | 
0 0 2 0 ] 2 
也 ,= 加 也; = 
0 0 0.n-1 人 
no 0 0 ||, 
3) | in | 
ee 
Pa = 。 0 
| | 


5。 应 用 行列 式 由 义 证 明 : 
| a Ga G3 4 ds 
| bi ba bs bs bs 
el cs 0 do 
-dd0 0 0 
el ea 0 0 


5。 证明， 若 寺 阶 行列 式 五 中 0 的 个 数 多 于 六 ~~n 个 , 则 D=0， 
7。 应 用 行列 式 定 义 ， 计 算 
1 2* xX* 1 2 
T(x)= | 1x3 1 
1 11x 2| 
2 12 x 
的 展开 式 中 x* 和 x 项 的 系数 ， 
8。 应 用 行列 式 定 义 ， 证 明 ， 


Lr 


D= = 站 


= dan, 


Or 
9， 写 出 下 列 矩阵 的 所 有 3 险 子 式 。 
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(1) 3 10 2 (2) 2 4 3 1" 
“os | 121 -4 
5 1] 8 5 B= 13 101 
-10 1 0- 


10. 一 个 m xm 托 阵 有 窗 少 个 严 阶 子 式 ? 


§$ 4 行列 式 的 性 质 和 计算 


由 于 行列 式 的 结果 是 一 个 数 ， 所 以 计算 行列 式 的 值 ， 是 应 时 行 
列 式 解 实 际 问题 时 ， 应 当 首先 予以 解决 的 问题 ， 但 是 ， 根 据 行列 式 
定 多 计算 行列 式 的 值 ， 一 般 是 很 麻烦 的 ， 其 至 有 时 是 很 难 的 ,内 
此 ， 需 要 借助 行列 式 的 一 些 性 质 ， 去 寻求 计算 行列 式 的 简便 可 行 的 
一 盘 方 法 ， 另 外 ， 行 列 式 的 一 些 基 本 性 质 也 是 应 用 行列 式 去 论证 问 
是 的 基础 . 

次 先 ， 我 们 指出 行列 式 关 于 行列 的 一 种 对 称 性 质 。 

定理 1 设 

a a ain, 


站 = dy 1 5 Dan 


扰 阵 
ta 他 232 ''* Qnr) 


\a Fe . 叫 居 站 的 转 轿 阵 ， 用 4 表示。 
‘ln Han rn 
则 detA’ -= detA. 
证 明 由 定义 det4=，。 和 2 (Din 


由 由 上 上 节 命 题 4 ， 可 把 det4 写 成 下 面 的 形式 ， 


1 mi 
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detA= CDi, ,a 


由 于 a, ;在 /中 位 于 了 行 1 列 ， 所 以 由 行列 式 定 闵 ， 即 得 上 式 
右 端 为 detA& ， 别 有 
det 点 = det 上 A&A ， 证 完 。 
由 于 4 的 转 置 阵 “的 行 是 4 的 列 ， 所 以 关于 行列 式 的 行 证 明 
了 的 结论 ， 由 定理 1 对 于 列 邮 自 然 成 立 ， 就 木 必 青 另 作 证 明 。 内 
此 ， 以 下 有 关 行 列 式 一 般 性 奈 的 命题 ， 只 就 行 子 以 论证 ，。 
命题 1 设 
dl11 Ul2 i 
| 
= | bisteis bisters birtel 


| 
We 1 ii 由 nn 


六 oa Bi i dl2 "1 
; | ， 
ra 让 | 
B= 1 bi, br b,, 蕊 = Chl C2 尼 
‘a 器 "=" \a bo 
nl 和 h 放 4 浊 +41 ns Un 


则 detA = detB + detC, 
语言 米 描 述 就 是 ， 如 果 刀 、B 、C 是 三 个 n 阶 方 阵 ， 除 了 第 
k 行 外 其 余 各 行 都 对 应 一 样 ， 而 卫 有 4 的 第 kK 行 是 B 的 第 kk 行 与 C 的 
第 行 的 和 ， 则 和 的 行列 式 等 于 B 的 行列 式 与 C 的 行列 式 之 和 ， 
证 期 由 行列 式 定 义 ， 罕 


detA = 2 (一 和 
i nn 
+ i 
-Dib 
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DY gC di 
i 


= detB+detC。， 证 完 。 
上 述 性 质 呀 做 “单行 可 加 性 ”， 


Tt 


命题 2 设 
bi， ba … pb ， 第 天 行 cl ca er | 第 k 行 
A= et | B= i ee 
' | ， 
cy es | 第 1 行 bl pk … b, | 第 工行 
于 和 ， 本 丁目 让 PT 


则 detB = -det4a， 即 互 换 阵 4 的 其 两 行 得 到 下 时 、 则 阵 了 的 行列 式 
与 4 的 行列 式 绝对 值 相 同 而 符号 相反 . 
证 明 ”由 于 与 B 只 是 第 % 行 和 第 1 行 的 元 素 不 同 ，A4 中 的 第 
kK 行 元 素 b; 在 B 中 是 第 1 行 的 元 素 ， 和 中 的 第 1 行 元 索 c, 在 8 中 是 
第 k 行 元 素 。 所 以 ， 行 列 式 detA4 中 和 任意 一 项 ; 
外 
也是 和 行列 式 detB 的 项 反之 也 对 . 所 以 4 的 行列 式 det4 和 8B 的 行列 
式 detB 包 含 相同 的 项 ， 下 面 进 一 步 说 明 ， 各 项 在 det4 和 detB 中 所 
带 的 符号 相反 ， 命 题 邵 得 证 。 对 于 项 ， 
Gi bi nei, Oi, 
米 说 ， 它 在 det4 中 的 符号 为 ，( 一 1)' 1 59 。 而 在 detB 中 的 
符号 为 {一 1 iwit i 这 是 因为 b;， 在 BB 中 位 于 1 行 ，Ci， 
位 于 天 行 ， 所 以 确定 c:， ,…b; ,…c;,…4s， 在 det8 中 的 符号 ， 级 将 
行 下 标 排 列 排 成 自然 排列 : 1 …k…l.…n。 这 样 ， 就 须 将 b; ,和 和 61， 
交换 位 置 ， 于 是 列 下 标的 排列 为 i…i…ii…ri,。 从 而 ,在 detB 中 
的 符号 为 ; 
(Dimismismia?， 秦 有 ，detB= -det4A。 
推论 ”车 方 阵 4 中 有 两 行 相同 ， 则 detA=0， 
应 用 上 述 两 个 性 质 ， 可 以 证 明 行 列 式 的 一 个 重要 定理 一 一 展开 


+8 


定理 。 为 此 ， 引 进 两 个 概念 余子 式 和 代数 余 寺 式 ， 

前 边 对 任意 mxn 和 上手 阵 定义 了 子 式 的 概 它 ， 现 在 对 于 阶 方 阵 米 
考察 一 下 了 了 式 的 情况 。 

设 


rl nj *“"* Her 
为 n 阶 方 隆 。 己 经 知道 ， 任 意 取 定 7 行 ，r 列 相 交 处 的 元 素 ( 接 原 
来 的 次 序 】》 组 成 一 个 r+ 阶 于 式 ， 记 作 亲 这 时 间 好 有 一 个 hn 一 + 阶地 
式 对 被 子 式 对 唯一 确定 下 来 ， 它 就 是 在 4 中 去 掉 子 式 M 所 在 的 那 
个 行 ，r 个 列 之 后 ， 余 下 的 元 素 所 组 成 的 n -+ 阶 子 式 ， 我 们 称 计 为 
点 的 关于 子 式 友 的 余子 式 ， 或 简称 为 M 的 余子 式 。 显然 ，M 也 十 
刘 的 余子 式 。 因 此 ， 称 对 与 M 为 4 的 一 对 所 余子 式 。 

例 1 


1 -1 0 2 
3 2 -1 1 
A=7|4 1 -5 0 
"0 -2 1 7 | 
| 1 | 
取信 的 1,2 行 ，1、3 列 得 一 一 阶 了 式 : M= ， _，。 走 捧 M 
所 在 的 行 和 列 之 后 ,余下 的 元 素 组 成 的 二 阶 子 式 ,万 =， ，。 ， 如 


是 于 的 余子 式 ， 显 然 ， 邓 是 4 的 3 、4 行 和 2 、4 列 所 决定 的 二 阶 
子 式 。 如 果 去 掉 财 所 在 的 行 和 列 之 后 ， 余 下 的 元 素 所 组 成 的 二 阶 子 
式 即 为 M. 

特别 地 ， 方 阵 4 的 每 一 仿 元 素 a,; 都 基 4 的 一 阶 子 式 ， 一 阶 子 
式 gi1; 的 余子 式 我 们 约定 用 符号 Mi; 表示 。 为 了 叙述 土 的 方便 ， 我 
们 引进 代数 余 于 式 的 概念 ， 


1 的 


设 M 为 n 芥 方 阵 和 A 的 一 个 7 阶 子 式 ， 邓 为 M 的 余子 式 。 如 果子 式 M 
基 了 可 六 各 的 证 行 和 六 关头 列 ， 出 称 
(一 13171+53 十 -十 Fr 十 1 二 12 十 Fr 
为 对 的 代数 余子 式 。 特 别 地 ，ai ;的 代数 余子 式 为 {一 1'+iMij, 记 
作 A，，. 
显然 ，M 的 代数 余子 式 ， 或 为 M， 或 为 -MM， 


例 ? 
1 - 1 0 2 ， 
4= | 3 2 -1 1. 
:4 1 -5 0| 
“0 -2 1 7 | 
1 0| 
在 例 1 中 所 确定 的 一 阶 了 趟 M= | 。_， | 《 取 自 A 的 1 ， 
2 行 ，1、3 列 ) 的 代数 余子 起 为 ， 
CD 由 : 
-2 7 


一 | 
又 如 ， 取 和 的 一 阶 子 式 Mi = | | | ‘ 取 自 在 的 1、3 


行 ，2 、4 列 》 ， 则 MI 的 余子 式 为 : 
3 -1 
0 1 
于 是 ，Mi: 的 代数 余子 式 为 ， 
CDR | | 
0 1 
又 ， 关 于 第 一 行 上 的 四 个 一 阶 子 式 的 代数 余 于 式 ，Al，Ay， 
及 3，Au 分 别 为 ， 


M, = 


2 -1 | 2 -1 1 | 
A 二) ! 1 一 5 人 -| 1 一 吕 0 | 
一 2 1 7||-2 1 了 | 


3 -1 1 | 3 -1 1 
Act-~lird -5 0|=-I4 -5 0 

0 1 7 1 7 

3 2 1|!13 2 1 
Al1s=(—-1)'+» 4 1 0 |=| 4 1 0 

0 -2 7|10 -2 7 

3 2 -1 3 2 -1 
Au=(-Ditt4 1 - ;| 4 1 -5 

0 -2 1 | 0 -2 1 


定理 2 设 太 = (4ai;) 为 # 阶 方 阵 ， 则 
detA=ajyAis Ta 六 + + isnAins T=1,2, ,1, 
即 ， 方 阵 委 的 行列 式 等 于 它 的 一 行 元 素 与 其 各 自 的 代数 余子 式 乘 积 
之 和 . 
证 明 首先 ， 把 抢 阵 4 变形 ， 


Jil Ulz 本 和 时 ln 


点 一 上 站 1 "rk 
in ny 
U1l dis tin 
= dat + Ota.s+ :+0 0+O+t toda 
nj 相让 四 证 
于 是 由 命题 1 ， 便 有 
Cl 12 :ee in 


Qii tO++0 Otais+i+ 二 


Hn Qs bis rn 
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加 11 His :Ain 人 


一 | ai 1 9 二 "十 0 di 0 
,1 dns nn 1 Hn Gna 

Hil 全 13 一 1 ln 

+ 十 | 0 用 in 


Qn i nn nn 
下 面具 统 证 明 


Ol i di; "din 
B;= Q "Oj 咸 直 0 =0i1A;} 


Qn 0 A 
其 中 ，4) ;为 元 素 a; 在 各 中 的 代数 余子 式 。 
对 B, 作 如 下 的 变换 。 把 第 1 行 依次 与 前 - 1 个 行 互 换 位 置 , 然 
后 再 把 第 了 列 与 削 f 一 二 个 列 焉 技 庆 吐 ， 于 是 瑞 傅 题 2 ， 则 有 
dj, 0 "0 0 "0 | 


QL 1 面 自 曙 人 1 一 1 Qij+1 看 昌 蚂 本 1 


再 ;二 《一 二 dij dig i ti "i 


人 ;+1 Hit "irij-i1 Girij+t1l Girir 


vn ut “ne nj rir "= rn 
由 于 a; ;在 上 面 n 兴 行列 式 中 ， 它 的 余子 式 就 是 a1; 在 在 中 的 余 
隆 式 Mi。 所 以 ， 由 上 节 命 题 3 有: 
B,=t— itiTto My =a(— 1 IM;; =4i;A;) 
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将 Bj; j=1,2,…,n 代 入 原 式 ， 则 有 
det4 =a,4 +e 4 +…+tsair。 证 完 。 
这 就 是 行列 式 按 行 展开 定理 。 由 定理 1 有 行列 式 的 按 列 展开 吓 
理 ， 
QA tariAsi tT +a jiA,, = detA,i=1,2,*,n, 
定理 3 el,4; +a ai Te+oina=0irzxi 即 方 阵 44 
中 的 一 行 元 素 与 男 一 行 元 素 的 代数 余子 式 对 应 之 积 的 和 等 于 0 。 对 
列 来 说 ， 有 : 


Hii 十 科 # :总 ;二 0D， 1 


证 明 令 
11 全 12 Gs 1 
| 
B=| | 
| Gel Hite YY"* Qin |! 
| 
1 
| 1 7 Yn" Mn ! 
| 1 
| 人 + 如 IE "pin 
| 
\ gal 他 na wii 匠 n 


由 于 虐 阵 日 除去 第 主 行 与 4 的 第 宇 行 丰 同 以 外 ， 其 余 各 行 都 对 
应 相间 。 而 e) 在 4 中 的 余子 式 M,; 是 从 A 中 去 掉 第 i 行 、 第 j 列 
后 ， 出 余下 的 元 案 所 构成 的 n 一 1 阶 子 式 ， 它 与 ai 无关。 所 以 , x) 在 
B 中 的 余子 式 与 a; ,在 A 中 的 余子 式 相同 ， 等 于 Mi;;。 从 而 x, 的 代 
数 余 子 式 ( 一 1'*'M; ;等 于 qi ;在 A 中 的 代数 余子 式 ， 于 是 将 B 按 第 
i 行 展 开 ， 则 有 有 

detBB= 这 1 戌 i 十 六 二 十 革 1 六， 

土 式 对 任意 的 x:， 和 党，…，x, 都 成立。 特别 地 ， 取 xj=9,1， 
x=Qiz xxr=arn 对 ， 等 式 左 端的 行列 式 中 第 i 行 与 第 j 行 相 
同 ， 其 值 汐 0 。 攻 有; jj 十 9j 5 六 2 二 十 jn 及 15 二 们 ,和 j 

推论 。 若 吉 x» 算 阵 和 4 的 + 阶 子 式 者 等 于 0 ， 则 4 的 任 一 *+1 
阶 子 式 《如 果 存 在 ) 必 等 于 0 ， 
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事实 上 ， 设 也 为 和 的 任 一 r+ 1 阶 子 式 ， 把 卫 按 其 第 一 行 展 开 
时 ， 


a 。，， | ta 

其 中 ， 及; =- Mi 而 M ,为 和 的 了 7 阶 子 式 ， 
束 有 ，D=0。 证 完 . 

行列 式 的 按 行 〈 列 ) 展开 定理 也 可 表述 为 ， 上 4 前 一 行 上 的 所 有 
一 阶 子 式 与 其 相应 的 代数 余子 式 乘 积 之 和 ， 等 于 各 的 行列 式 det4。 
与 这 个 说 法 相 适 度 的 有 更 一 般 的 展开 定理 。 即 

定理 4 (Laplace) 设 有 所 为 # 阶 方 阵 ， 任 意 到 定 A 的 下 (< 过 #2) 个 
行 ， 则 这 上 龙 行 上 所 有 的 让 阶 于 式 与 其 各 自 的 代数 余子 式 之 积 的 和 等 
于 4 的 行列 式 det4. 

证 明 从 略 ， 

行列 式 展开 定理 说 明 ， 一 个 #4 阶 行列 式 ， 可 以 用 个 nh 一 1 阶 行 
列 式 表 水 。 因 此、 可 以 从 二 、 三 阶 行列 式 出 发 ， 归 纳 地 给 出 xn 阶 行 
列 式 的 定义 ，。 

其 次， 根据 展开 定理 ， 可 以 把 高 阶 行列 式 的 计算 降 阶 为 低 阶 的 


行列 式 的 计算 . 
例 3 设 
| 1 -1 0 2 
- | 3 2 -1 1 
4 0 -5 0| 
\o -2 1 7) 
计算 下 的 行列 式 ， 
解 《1) 根据 展开 定理 ， 按 第 三 行 展 开 之 ， 有 ， 
— 1 0 2 | 
detA=4X(—1)! 2 -1 1|+(-5) 
-2 1 7 
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2 
xt—1)it 3 2 1 
7 


=4x [Dx DD™ 一 +2x(-1)!+ 
° -sn 2 1 
—2 1 -2 7| 


+3x(-D | |] 
-2 7 


=dx (8+2xX0})—-5X{16+3x3) 
= 32—-125= ~ 93. 
C2) 应 用 Laplace 定理 来 计算 ， 
取 定 3 、4 两 行 。 先 写 出 这 两 行 上 不 等 于 0 的 2 阶 子 式 及 各 自 
的 代数 余子 式 ， 


子 式 ， 
Mi | = | 4 | bb 
10 ~2| | 0 1 0 7 
Mi: = | Ms- ,> 0 » 
he | 7 | 
! 代 狼 余 于 式 ; 
AD 9 2 Ay= (1) 一 2 
一 2 1 
T_T3324000t 一 1 0 ,A 1) tit2+3 i | 
2 -1 |i3 1 
As=(— 1:tt|1 -11 
| 3 ,| 


于 是 
detA = MiALT MA TRNA 十 JU MAas 
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4 0 


10 1 


有 2 4 0| .ci -1 ?| 2 
2 1 | 0 7 | 2 一 -2 1 
| _ [ — 
(1)1!1 2 + Bs | ,| 
13 1 1 7 13 2 


= 一 16+20 二 28T50 一 179= = 93 
在 上 一 章 我 们 看 到 ， 初 等 变换 在 征 阵 之 间 建 立 了 联系 ， 它 把 一 
个 mxn 窜 陵 变 为 男 一 个 与 之 相抵 的 m xi 和 矩阵 ， 方 阵 【 答 阵 》 的 行 
列 式 《 子 式 ) 是 与 其 密切 相关 的 一 种 数值 表征 . 因此， 我 们 自然 会 
提出 : 如 果 方 阵 ( 抢 阵 )4 经 初等 蛮 换 变 为 互 ， 那 么 4 的 行列 式 《 子 
式 ) 发 生 什 么 变化 ? 换 名 话说 就 是 ， 如 果 上 4 与 吾 相抵 ， 那 么 4 与 瑟 
的 行列 式 〈 子 式 ) 之 间 有 何必 然 联系 ?” 下 面 来 讨论 ， 与 初等 变换 相 
联系 的 行列 式 的 一 些 性 质 ， 
命题 3 设 4= (&,)) 为 x 阶 方 了 泗 、。 则 detCD;() A = 下 det4， 
即 ， 阵 及 经 第 i 行 冬 以 及 s0 的 倍 法 变换 后 ， 所 得 阵 的 行列 式 等 于 天 
和 老 4 的 行列 式 det4， 
证 明 设 
Ol ai i in A U2 + 0 ) 


态 = i Gi; … dis ,MD (Ck) A = kaiy ka; Kois 


Hn Un "+ ,| \as, ra ga 
根据 行列 式 定 义 ， 有 
dot Di)A = ，， 2 Di Pay "(kas,) 
Le 
"Hj, 
= 下 DT 


人 


0 ， 
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=k*(detA)» 
推论 ”车 方 阵 4 有 两 行 元 素 成 比例 ， 则 det4 =0， 
证 明 设 A 的 第 i 行 与 第 i 行 威 比 例 ， 即 
Qi = ka 1 ai =kayssr gt 二 ka,a 《不 妨 令 i< 太 于 是 
A dz Ql 


Ka,, Kas 2°** Ka,n 
detAA= 


il dj: ”ia ] 


1 sl dn "*" Un: 


考 # =0 时 ， 显 然 detA&=9。 若 此 所 9 则 由 命题 3 将 


二 KE: 由 二 改 


命题 4 设 4=(ai) 为 # 阶 方 阵 ， 则 
det CP, (kA = detA# 
即 ， 方 阵 4 经 消 法 变换 后 ， 所 得 阵 的 行列 式 的 值 不 变 。 


Gil U2 Qis 


下 
a is in 


| 
| a, Oj a 


| ra nxn 
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"11 O12 “+ dls 


恬 1 di 个 
P,, (kK)A-= . 2 2 | 
gat ka azt+tK9 0 十 Ki 
网 na ii 他 wa 
岂 由 命题 1 和 命题 3 之 推论 ， 可 得 
| di U1 1 
如 1 2 全 jn 
det CP, (kAI= | “ | 


| 9 t kay Bi + Roe;; :dn + KO, 


Qil dl2 Gn | ir di+ dn 
位 1 好， 如 | 0 和 立 ， 2 本 ,6 | 
二 - : 十 外 | ' | 
1 
! 
WH;1 此 ,> 二 昌 时 是; | 如 ， t 已 ， 4 CE 站 ,1 
】 


Hrs Qn *"" 1 as 1 Wnz "* Qt 


= det4 +0=det4， 证 完 。 
俞 题 4 的 意义 不 同一 般 。 它 说 明 用 矩阵 的 消 法 变换 作用 于 方 隆 
丰 时 ， 一 般 说 来 方 阵 妇 的 形式 变 了 但 行列 式 的 信和 不 变 。 概 揪 起 来 说 
就 是 ， 形 变 值 不 变 〈 回 顾 消 法 变换 对 线性 方程 组 的 作用 是 ， 形 变 解 
不 变 ) 。 
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在 第 四 章 里 已 经 知道 ， 消 法 变换 有 简化 矩阵 形式 的 突出 作 
用 。 特 别 地 ， 任 意 方 阵 4 只 腹 消 法 变换 就 能 化 为 三 角形 阵 《 第 四 这 
3 3 命题 2) 。 从 而 ， 由 命题 4 知 ，4 的 行列 式 的 值 等 于 三 角形 阵 
的 行列 式 的 值 。 于 是 ， 由 本 章 $ 3 命题 1 知 其 值 等 于 三 角形 阵 对 角 
线 上 nn 个 元 素 之 积 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 一 个 简便 易 行 的 计算 行列 式 
的 方法 ， 它 对 于 计算 有 具体 数字 的 行列 式 尤 为 方便 。 

例 4 计算 行列 式 


1 -1 0 2 
3 2 一 1 1 
和 td 一 5 0 
0 一 之 1 了 


解 由 命题 3 和 命题 4 ， 对 行列 式 作 初 等 变换 时 可 用 等 号 联 结 
起 来 ， 只 是 在 作 售 法 变换 时 ， 要 用 二 乘 变 化 后 记得 的 行列 式 ， 


1 -1 0 2 -1 0 2 
3 2 -1 1Pa(-3),Pu- 0 5 -1 -5| Pas(-1)- 
4 0 -50 0 4 -5 -8 
I0 -2 17| 10 -2 1 7 
1 -1 0 2 |I1 -1 0 2 
0 1 4 3 Pa — 4), Pt2) 0 1 4 3| 
4 -5 -8 | I0 0 -21 -20iParl) 
0 -2 7 0 0 9 1 | 
1 -1 -2 2 il -1 -2 2 
: 1 1 3 Ps(— 4);0 1 1 3 |= _ 9g3, 
0 0 -1 -2 :0 0 -1 -20 
0 


例 5 计算 五 阶 行列 式 


1 2 3 4 9 | 
5 1 2 3 4: 
4 5 1 2 3 ] 
3 4 8 1 2 
] 2 3 4 5 1 


解 ” 纪 观察 ， 该 行 烈 式 每 一 行 都 是 ] 、2、3、4、5 这 五 个 
数 ， 改 其 和 都 是 15。 国 此 ， 抠 行列 式 的 二 、 二 、 四 、 五 列 都 乘 忆 1 
加 到 第 414 列 上 ， 则 得 ; 


1 2 3 4 5 i115 2 3 4 5 
5 1 2 .34 5 123 14 
45 1 2 3 Pa(1),Pa(l},Pa(l),Pstl)l15 5 1 2 3 
3 45 12 15 4 5 1 2 
2 3 45 1 :15 3 4 5 1 

1 3 4 5| 
Pp 一 一 1]15 1 1 2 3 4 Pat~ ,Pa DPal 一 DPst 一 
Di 人 1512 3| 
(16) 
lo |1 4 5 ! 2 
1 3 4 5 1， 
1 2 3 4 5 | -1 -1 -1 -1 
10 -1 -1 ~1 -1 | 
| 3 -2 -2 -2|- -15xX1x(- 1 YT 
| ] 2 2 一 3—3 
1 2 2 -3 | 1 1 1-24 
0 1 1 1-d 
| -1 -1-1-1 
Pa(3),Py(2) ,Putl)ls ”|=15xs=1875。 
| oo 0-5-5 
| 0 0 0-5 


例 6 计算 行列 式 
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2 2 2 .1 | 


解 “ 此 行列 式 对 节 线 上 元 素 依 次 为 1、 2 、”、 


、，M， 而 


其 余 元 素 都 为 2 。 因 此 ， 把 第 二 行 的 一 1 倍 分 别 加 到 其 余 各 行 : 


2 4190 
| 2 2 2 pt- ,Pa hsp 1) 222. 2 
2 3 2 一 一 一 00i 0 
。 , | 
2 2 2 | 000… 了 -2| 
[2 2 2 2 | 
11) | 0 1 oo 站 | = -20n- 2) 
9 2 0 
Ion 0 n-2| 
例 7 计算 nn 阶 行列 式 
a bo0 00. 
! | 
0 ab -. 0 0| 
| .. ,. | 
| | 
oo00 ab 
lp 00 0 和 | 
解 “ 按 第 一 列 展 开 ， 则 得 
[ebp0 00| 0 和 人 0 


着 [sort D+ 


1 


-人 
如 相 


1000 
IpQ0.. 
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Dab.. 0 tb (—1)""x 


1000 | 


| 0 
pu0| =a+(—-1D" bb", 


i100.…b 
例 8 计算 行列 式 
| 1 1 1 | 
让] a 好， | 
D.- | a ai ;| 
| 
| 


这 个 行列 式 则 做 nn 阶 范 德 莹 (Vandermonde) 行 列 式 。 
解 


p Pan- 一 aDiP- oa ma) Pa( od, Prtoad 
1 1 1 和 1 
0 tC— 俱 : as 一 站 “+ dn— dl 
0 02 92 — 1) akG3 一 Cl) 一 


| 0 ar-a (az 一 6) a iq3— A) 1 Qn dn 1) | 


02— 0 03— " 8 1 


一 esfeaz 一 如 1 Grey 一 让 1》 sis dn (An — A) 


a ?a ad) a (Aaa) 1 09 (ana | 


1 1 1 并 
[Re 站 3 s Wk Fr 
= (a2 — qa 一 Gin 一 a) 
a: a a! 后 
Ja: ns Aas ar 


显然 最 后 一 个 因子 是 -=- 1 阶 范 德 蒙 行列 式 , 用 忆 ,- :代表 ， 于 是 
D:= 【gz -00 (0 0 (dn — 0D,-, 
把 二 述 对 DD;, 的 化 往 于 续 用 于 D,-;， 得 到 ; 
D._ ,= (93 一 2204 — 0232) (0 ~ 02)D,., 
这 里 DD.- :是 na- 2 阶 范 德 蒙 行列 式 。 如 此 继续 下 去 ， 最 后 
D; = | I 1 | =0s 一 dn.1。 故 布 
Ci-i GCs! 
也 .= (az — Aa) 0 m a) (a — 0) (a3— qa) (a — 02) 
‘(a a). 
象 上 面 这 样 的 枫 子 ， 把 行列 式 的 计算 内 结 为 形式 相同 而 阶 数 较 
低 的 行列 式 的 计算 ， 叫 做 递 排 法 ， 
人 鲍 9 计算 行列 式 


， 1 二 i 习 妆 下 虽 履 | 
好 1 "* Qt 0 由 0 
ditil! "" 人 TI 1 Qtin | 

: Gr 1 " at nt 1 ~ ne 


解 《1》 用 Laplacc 定 理 ， 按 前 % 行 展开 ， 则 有 


， ， 
| 2 2 ditttl in 


万 = 


全 FI **’ rE 好 t+1i 可 站 aa 


《2 ) 应 用 本 节 命 题 4 ， 可 将 万 中 左上 角 的 块 化 为 下 三 负 
形 ， 把 右 下 角 的 块 化 为 下 三 角形 。 即 得 ; 


2 


bi 0 


| a "+ Os | 
bzy bs £' 


De 


Gi 本 甲 时 Ait 


| bi, bi; ”” Pei 
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万 = 


本 上 十 1 天 二 


| 


他 me 


birikt! 出 


bairi 


这 样 ， 原 行列 式 就 为 下 三 角形 : 


| bi 
bz 


bs 


br 


0 
bz 


Di : 


Bits Bitisz 


bitzi birzz 


brs 


0 


het 


0 


beri 有 + 


ba Bryztri 


br 


boirt 


= bnb2zbirbirtirribrraite' "bes 


Qi11 CE 如 1 


1 rn Et 


| Br+iE+i 
| 


时 中 县 


dnt+1 


Biriiti 


= (bib br) ebirrierbiratt brs) 


基 雇 有 


例 10 


C11 


人 1 


n 阶 行 列 式 


iE 


Qi 


二 


| 


| tnt 


hitrzag+ti brratts 


bri+rs 


0 
0 


biratt+2 


buits 


ditis 


人 


hirst+2 个 


* pb,s 


b.s 
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— rs 0 23 Ur ] 

D= | 一 中 一 站 23 0 Gin | 
| 

Ql 一 :nr 一 OD | 


叫做 反 《人 矢 ) 对 称 行 列 式 。 证 明 ，m 为 奇数 时 ，D =0，。 
证 明 由 于 DD 与 其 转 置 行列 式 D’ 相 等 ， 所 以 


心 一 如 12 一 下 13 一 所) 

如 12 中 U3 7 dn) 

D=D’= | a (23 0 sn 1 
| 

: | 

| i1n 全 2 yn sid Q | 


四 命题 3 ， 每 一 行 提 测 一 个 因子 -1， 则 有 ， 
D=D’=(—1)"D 

因为 奇数 ,斯 以 有 
DD= 一 D， 即 2D=0, DD=0， 证 完 。 


练 习 四 
1。 计 算 下 列 行 列 式 ， 

,1014 543 443 I12? 3 4 

| -342 721 Ba | 13 6 10 

:1 4 10 20 
C3) |3 111| CAY 1l1+x 1 1 | 
1 3 1 1 1 1-x 1 1 
[ll131 1 1 1+y 1| 
Il1 13| | 1 1 1 1-9| 
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《53715 6860001 6)|x~a a a 
1 5 60 .01 a Xa 机 
go 1560| ] a a x-a 
0 0 1 5 68 | 
0 0 9 1 95| ] Li ad 
C7) | 1 1 1 1 1 1 
| a 科 Qz 2 ul Uz 
2 2 | 和 3 9 as | 
nl nl nl1 Qn Hei a | 
‘1]»|1 1 1 0 0 0 
2 3 二 了 分 0 
;3 8 190 省 0 0 
二 9 14 3 1 1 
5 15 2 1 3 9 
19 21 24 1 25 81 
tc2)Y|1 1 1 
Xl 1 必 性 共和 
Ql bl 1 1 1 Cl 
a bs: XI Xa X33 C2 
gay ba xi x} x} ea 
| x x: 0 0 0 x 
3。 证 此 
Cl}y ibic c+oa qr+b 由 hp cc 
bre C1 二 dl 1 十 四 1 一 < 1 bi: CL 
bi+cor ez 二 Ca d+ba | a; hb; cc? 
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《2371a (aa+l)z (oat2)? (tat 3)2 | 
bi {b+1)? m+2)? (B+3)* |=0 
ce (ctr1)? (c+2)? (c+ 3)? 
有 (+1)2 {d+2)? (dt 3)3 


4。 已 知 204、527、255 都 是 17 的 以 数 ， 证 戎 行列 式 


2 0 4 
5 2 7 
| 2 5 5 
也 是 17 的 倍数 ， 
5。 设 
dll 12 + Qn 
31 022 机 位 2 
= 了 如 
rll 全 ti 0 rnin 
' Onl 2 机 nn 
癌 
(Ci) |a, 2 ds 
ni1 会 4_13 Oni 
二 人 
如 2z1 Q22 in 
Qi11 Ls 本 1 
C2) Git Qi, ga 
1; 亲 : + Ui 
1 1 zi 2 : ?ia |=? 


dni, dni, sie de 


6。 如果 4 阶 行 列 式 的 k 阶 子 式 村 与 4 一 k 阶 子 式 M 互 为 余子 
式 ， 而 Sy 与 Sr 分别 表示 导 和 M 的 行 下 标 与 列 下 标 之 和 ,试问 Sw 与 
Sj 的 奇 侦 性 基 否 相同 ? 
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7， 若 站 阶 行列 式 不 等 于 0， 那 么 它 的 所 有 #~ 工 阶 子 式 能 否 都 
为 0， 所 有 m- 2 阶 子 式 能 否 都 为 0， 为 什么 ? 

8。 试 问 能 否 将 一 r 阶 行列 式 写 成 与 其 值 相等 的 >+ 1 阶 行列 
式 ? 反之 ， 一 个 上 阶 行列 式 能 否 守 成 与 其 值 相 等 的 *- 工 阶 的 行列 


起? {7 站 1)， 

93。 计算 行列 式 

《17》1 2 1 ~5 1 《2711 4 9 16 
1 -3 0 -6 | 4 9 16 25 
0 2 -1 2 9 16 25 36 
1 4 -7 6 | 16 25 36 49 

《3710 1 1 … 1 (C4)| 1 33. 3 
1 0 1 1 3 2 3 +. 3 
1 1 0 1 3 3 3 3 
1 1 1 0 3 3 3 nt 


‘511 2 3 ""*n—-1 nn! 


0 0 也 2 1 1- | 


《621 1 2 和 wn-1n | 
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0 
0 


一 二 1-b; bs ne 


" 1—b,_i hb, 


0 


1-b, | 


X 


C9) 


DD = 


0 


0 


0 


(10) 


" 2 二 1 


Urs 


(nl 


站 | 
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1 qa ¢ 站 
1 0 a 0 0 
| 1 " nl 站 
0 ， 站 | 村 0 了 = 1， 过 
: a 
(12) | i-a 2 0 0 0 | 
| 一 二 1—e 如 3 人 全 
出。 一 0 一 工 二 一 如 3 
0 0 +* 1]—dn_1 dt 
0 -1 1— aq: 
10。 证明 
(C112 1 0 0 0 0 ] 
1 2 1 08: 人 必 0 
ogo 121.000. 
=n+t+1 
0 0 1 2 10, 
0 0 1 2 
0 0 -+ 0 1 2 | 
2) eta ap 0 0 
1 ta ap | ， _ 
间 1 _ 放 业 
D,=| 0 1 e+h 0 -2 2 
0 0D 0 tH aB 
0 0 1 a&+8 
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$5 证 阵 的 秩 


在 矩阵 的 理论 中 ， 一 个 方 阵 和 的 行列 式 不 等 于 0 (不 论 其 值 等 
于 和 多少) 这 一 事实 ， 对 方 阵 克 有 着 重要 意义 。 这 在 用 二 、 三 阶 行列 
式 求 解 线性 方程 组 时 ， 已 有 体现 。 一 般 地 ， 对 于 一 个 矩阵 4 来 说 ， 
它 的 不 等 于 0 的 子 式 的 阶 数 ， 对 矩阵 4 来 说 也 有 着 重要 的 意义 。 

由 上 池 命 题 3 和 命题 4 可 得 重要 的 

定理 1 设 4 为 方 阵 ， 既 初等 灾 换 44 变 为 号 。 则 det4s0 必 
要 而 且 只 要 detB 二 0. 
亦 即 ， 初 等 变换 使 方 阵 妈 的 “行列 式 不 等 于 0 ”这 一 性 质 不 变 。 

证 明 只 奉行 的 初等 变换 证 明 ， 列 的 初等 变换 完全 类 似 ， 


设 APD: (Kt ,Bp, K 霹 0, 则 由 上 节 命 题 3 有， 


detB = KdetA 
全 此 ，detA 寺 0 必要 而 且 只 要 detB8 寺 0. 


再 设 AL 3， 则 由 上 节 命题 4 有， 


detB = detA 
所 以 ， 自 然 有 detA4 二 0 必要 而 且 内 要 detB 霹 0。 
一 般 地 ， 有 


定理 2 设 4 为 吧 xt# 给 阵 ， 经 初等 变换 44 蛮 为 召 ， 则 4 中 疮 
在 r 阶 子 式 不 等 于 ， 必 要 而 且 只 要 在 B 中 存在 r 阶 子 式 不 等 于 0， 


证 明 设 A 了 Di 一 B，k 二 0 若 对 为 入 中 不 等 于 0 的 + 阶 子 
式 ， 如 果子 式 邓 没 用 到 和 的 第 宇 行 ， 此 时 对 也 是 召 的 > 院 于 式 。 

着 条 子 式 对 用 到 了 4 的 第 关 行 ， 则 在 了 中 与 对 相应 的 > 院 于 式 
第 于 KM， 

因此 ， 对 4 的 行 作 倍 法 变换 得 到 吾 了 时， 定理? 成立。 显然， 对 
列 作 倍 法 变换 定理 2 也 成 立 。 

下 面 证 明 ， 对 4 的 行 作 消 法 变换 ， 定 理 2 成 立 。 
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设 A B，M 为 4 中 一 个 不 等 于 0 的 r 阶 子 式 ., 下面 


就 半 的 组 成 情况 讨论 。 
(1》 子 式 属 没 用 到 第 i 行 ， 这 暑 导 也 是 B 的 r+ 阶 子 式 ; 
2) 子 式 妆 用 到 了 第 i 行 ， 同时 也 用 到 第 7 行 。 这 时 ，B 中 


与 放 相 应 的 + 阶 子 式 为 ; 


Qi, ds 
Me= + i 
Qis ,+kars, qis, +t Rars, 
Qs) dj;:, 
三 十 人 严重 中 国王 
Gis 各， | 
= M+Ko0 = MAO, 
即 M 是 互 的 一 个 了 阶 不 等 于 0 的 子 式 。 


C3》 子 式 M 用 到 了 A 的 第 i 行 ， 但 未 用 到 第 1 行 ， 这 时 ，8 
中 与 子 式 M 相 应 的 > 阶 于 式 为 : 


MM = 

Qu ,二 KGiy， ie TI， Tkar,. 
| 
二 十 中 
Qs GQ, 
全 Mi = a oo » 于 是 

1 | Tr 
] 
| 
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M = M+kM,. 

因为 M 失 0， 所 以 对 与 Mi 不 能 同时 等 于 0 。 于 是 ,如 果 谣 志 0， 
则 BB 中 存在 r+ 阶 子 式 不 为 0 ， 即 与 M 相 应 的 阶 子 式 1， 

如 果敢 =0， 则 必 有 Mi 志 0。 这 个 Mi 虽然 一 般 不 一 定 是 矩阵 B 
的 子 式 《 因 为 M; 所 含有 的 也 的 第 i 行 元 素 ， 有 可 能 不 是 原来 的 次 
序 ) ， 但 是 ， 只 要 把 M, 中 所 含有 的 第 j 行 元素 ， 按 照 它 在 B 中 次 
序 重 排 一 下 ， 就 可 得 到 也 的 一 个 > 阶 子 式 Ms, 而 且 M2= Mi。 鼓 
有 Mi0， 即 在 B 中 有 一 个 r 阶 子 式 Mas0。 所以， 在 与 M 相 应 
的 + 阶 于 式 半 =0 时 ，B 中 也 有 不 等 于 6 的 + 阶 卫 式 ， 


当 A “从 -B 时 ， 必 有 BE 外 A。 所 以 ， 当 如 中 有 不 为 
0 的 了 叶子 式 ， 则 在 4 中 也 必 有 阶 不 锋 于 0 的 子 式 ， 

对 于 列 的 消 法 变换 来 说 ， 问 理 可 证 定理 2 成立。 至 此 ， 汗 理 ? 
得 到 证 明 ， 

容易 看 出 ， 定 理 I 是 定理 2 的 特殊 情形 ， 即 >= tm =n 的 情形 . 

下 面 通过 一 个 例 ， 说 明 一 下 定理 2 的 含意 。 


例 1 设 
(1 -1 0 2 10: 
3 2 -1 11| Pa- 
A52 3 -1 -1 14| 
~、 1 4 -1 -3 1 
-2 -3 1 1 -1 
| 3 2 一 ] 1 1 
B=; 2 3 -1 -1 1 
1 4 -1 -3 1., 


用 5, 和 了 ,人 = 1,2,3,4) 分 别家 示 克 和 BB 的 i 阶 子 式 的 上 集合 。 
则 | 
S:=41, -1, 0, 2, 0, ‘1, 4, -1,， -3, i}; 
Ti={-2, -3, 1, 1, -1, ,1, 4, 1, -3, 1}; 
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| 


i 


-7 一 3 一 人 I -1 -1 -1 1 
T= {| 4 a|,| 3 i -3|l;1—1 上， 
一 1 |} 
| 1 上 
1 -1 0| 1 1 1h 
SS 13 2 -1) -1 -1 13 
上 |， 3 -1 i -3 | 
[ -2 -3 1| I 1 1 | 
T= 3 2 -71-1 -1 1 
| 2 3 -1 i -1 -3 1|; 
ft -1 0 2 -1 0 20| 
s.=1|3 2 -1 7， 2 -1 11|,, 
112 3 -1 -1 3 -1 -1 1|! 
UL 4 -1 -3 4 -1 -3 11|’ 
-2-3 1 1 -3 1 1-1'\, 
i | 3 2-1 1 2 -1 1 1 
‘| 2 3-1-1! ， 3-1-1 1 
‘| 1 4-1-3. 4 一 1 -3 11) 


注意 ，S; 和 工 ; 含有 的 子 式 个 数 相等 ， 但 其 中 前 子 式 并 不 完全 
一 样 ， 定 理 2 的 含意 是 
5, 中 有 不 等 于 0 的 子 式 ， 必 要 而 且 只 要 工 , 中 有 不 竺 于 0 的 于 
式 ， 
比如 ， 驴 中 有 不 等 于 4 的 子 式 可 推出 了 工 中 有 不 等 守 9 的 于 式 ， 
反之 亦 然 ; 
5: 中 有 不 等 于 0 的 子 式 可 推出 Ts 中 有 不 等 于 0 的 于 式 ， 反 之 亦 
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然 ; 

S 中 没有 不 等 于 0 的 子 式 可 推出 Ts 中 没有 不 等 于 0 的 于 式 ， 反 
之 证 然 ; 

$4 中 没有 不 等 于 0 的 子 式 可 推出 Ts 中 没有 不 等 子 0 的 子 式 ， 反 
之 镍 然 ， 

外 此 可 知 ，4 中 不 等 于 0 的 子 式 的 最 高 阶 数 为 2 ， 必 要 而 且 只 
要 BB 中 不 符 于 0 的 子 式 的 最 高 阶 数 为 2 ,一般 地 ， 由 定理 2 可 得 ; 

定理 2 ”如 打算 阵 有 妃 经 初等 变 挽 恋 为 B。 则 有 乞 的 不 等 于 0 的 子 
式 的 最 高 阶 数 与 BB 的 不 等 子 0 的 子 式 的 最 高 阶 数 相等 。 即 

初等 变换 使 矩 中 中 “不 等 于 0 的 子 式 的 最 高 阶 数 ”不 变 . 

这 个 在 初等 变换 下 保持 不 变 的 数值 ， 是 相抵 容 阵 所 具有 的 共性 
的 一 种 体现 它 对 秆 阵 的 性 质 和 作用 ， 有 决定 性 的 意义 。 下面 给 出 
第 阵 论 中 一 个 基本 概念 

定义 设 嫉 XH 上 矩阵 区 = (#4,;)，a,，, 不 全 为 06。 如 果 委 的 不 
等 子 0 的 子 式 最 高 阶 数 为 +*+， 则 称 ”* 为 4 的 秩 数 ， 或 说 人 4 的 秩 为 ?。 
记 作 : rank4 =r; 元 素 全 为 0 的 上 第 阵 〈 叫 做 堆 乍 阵 ) 的 秩 数 规定 为 
0 , 

当 tiank4d=r2z0 时 ，4 的 每 一 个 不 等 于 0 的 了 阶 子 式 都 叫做 44 
的 基础 子 式 。 

一 般 地 ，m x n 矩阵 妇 的 秩 数 rnk4s min (m,n) 。 对 于 方 阵 
站 ，rankA=n 必要 而 且 只 要 detA4 三 0。 令 后 称 秩 为 n 的 n 阶 方 阵 
为 满 秩 阵 或 非 闸 异味 . 

应 用 罕 阵 的 秩 煞 ， 可 将 定理 2 "叙述 为 ， 初等 变换 不 变 矩 阵 的 秩 
数 ， 但 要 注意 ， 基 础 子 式 经 过 初等 变换 后 ， 可 能 变 成 0 。 这 一 点 在 
定理 2 的 证 明 中 已 有 所 体现 . 而且， 在 上 面 的 例 1 中， 也 可 以 具体 
地 看 出 来 ， 比 如 ， 按 定义 ， 例 1 中 的 符 阵 4 的 穆 为 2。 4 中 1 、3 
行 ，1 、2 列 亡 组 成 的 二 阶 子 式 


-1 | 
3 
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是 及 的 一 个 基础 子 式 、 倡 是 A 经 过 初等 变换 后 积 M 相 应 的 二 阶 子 式 
汶 
M=| -2 一 ”=a0 
2 3 
困 而 ，M 不 是 了 的 基础 子 式 。 
由 此 顺和 屋 看 出 ， 特 为 的 定 阵 并 非 任 一 上 阶 子 式 部 是 基础 子 
式 。 
有 了 和 拖 中 的 秩 数 委 念 和 定理 27， 可 以 给 出 矩阵 相 插 的 充分 必要 
条 件 ， 阿 时 也 解决 了 第 四 章 最 后 所 遗留 的 一 个 问题 ， 
定理 3 两 个 名 xp 和 矩 穆 4 和 了 相抵 ， 必 要 而 且 只 要 tankA 
= ranKkB, 
证 朋 必 要 性 由 秩 数 的 定义 和 定理 2 可 直 接 得 到 。 下 面 证 明 充 
分 性 。 
设 rankA = rankB =r。 应 用 初等 变换 把 4 化 成 标准 形 ， 则 有 ， 
1 
1 
A ”», = DD, 
1 
0 和 和 


由 定理 2/，rankA = rankD,=r 。 所 以 标准 形 阵 了 ,中 1 的 个 数 
必 等 于 4 的 秩 数 。 同 理 ，B 的 标准 形 中 1 的 个 数 也 必 等 于 r+ 。 从 
面 丰 与 BB 有 相同 的 标准 形 ， 用 了 ,表示 此 标准 形 ， 则 有 ， 
A—>D.,, B—->D,., 
于 是 ， 虫 相抵 的 对 称 和 性 ， 有 
D,——+D 
再 由 相 插 的 传递 性 ， 即 得 ， 
太一 -> BB。 定 理 3 得 证 。 
定理 3 表明 : 用 相抵 关系 把 站 阶 方 阵 加 以 分 类 ， 愉 好 可 以 分 成 
其 十 1 个 类 ， 
牧 为 0 的 类 ， Ro 
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秩 为 1 的 类 ， RR; 


秩 为 nn 一 1 的 类 ; R,_i 

秩 为 nn 的 类 ; 只，， 

在 上 述 各 类 中 ，Ro 和 只, 比较 特殊 。Ro 中 只 有 一 个 方 了 泗 ， 即 零 
阵 ，R， 中 的 阶 方 阵 的 行列 式 都 不 等 于 0 ， 而 且 行列 式 不 等 于 0 


的 #8 济 方 阵 也 都 在 RR, 中 ， 所 以 R: 恰 由 所 有 nn 阶 满 秩 阵 所 组 成 ， 
最 后 讲 几 个 例子 说 明 一 下 计算 矩阵 的 秩 数 和 求 基础 子 式 的 方 
法 . 
例 2 求 矩阵 
1 0 
2 -1 1 1 
3 -1 -1 1 
~ 1 4 -1 -3 1 
的 秩 和 一 个 基础 子 式 . 
解 在 例 1 中 我 们 已 经 断 请 ，tanka =~2， 但 是, 没 作 具体 计 
算 ， 下面 来 说 明 ， 如 何 去 计 算 4 的 秩 ， 
“1 》 按 秩 的 定义 去 计算 ， 
一 般 地 ， 从 低 阶 子 式 作 起 。 若 4 不 是 零 阵 ， 则 4 的 秩 至 少 等 于 
1 。 如 果 4 的 所 有 二 阶 子 式 孝 等 于 0 时 ， 可 知 上 的 不 等 于 0 的 子 式 
的 最 高 阶 数 就 是 1 ， 即 rankA=1， 
对 于 本 例 的 矩阵 4 来 说 ， 它 有 不 等 于 0 的 二 阶 子 式 ， 比 如 ，1， 
2 行 和 1 、2 列 所 组 成 二 防 子 式 就 不 等 于 0 。 因 此 ， 按 秩 的 定义 ， 
上 4 的 秩 至 少 为 2 ， 即 rankA 之 2 。 如 果 上 4 的 所 有 三 阶 子 式 都 等 于 
0 村 ， 则 4 的 不 等 于 0 的 子 式 ， 最 高 阶 数 为 2 ， 即 rank4= 2， 
纪 例 中 4 的 所 有 三 阶 子 式 的 确 都 等 于 0 ， 但 要 证 实 这 一 点 并 不 
容易 。 因 为 此 例 中 的 矩阵 4 的 三 阶 子 式 共 有 40 个 ， 一 个 一 个 的 找 出 
来 ， 表 一 一 去 计算 其 值 ， 显 然 这 种 作法 是 非常 麻烦 的 。 因 此 ,计算 
和 矩阵 的 秩 ， 只 有 对 子 特殊 英 型 的 阵 ， 才 用 这 各 方法。 
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{ 2 ) 应 用 初等 变换 计算 矩阵 的 秩 。 
定理 2 告诉 我 们 ， 初 等 变换 不 变 矩 阵 的 秩 数 ， 因 此 ， 内 须 应 用 
初等 变换 将 此 阵 4 化 简 ， 然 后 ， 再 就 化 简 后 的 矩阵 求 出 其 秩 数 而 得 


矩阵 4 的 秩 ， 
因为 对 于 本 例 中 的 旧 阵 4 ， 早 已 知道 : 
(1 0 0 0 0) 
4 一 ”| 0 1 0 0 0| 
19 0 0 0 0 
‘0 0 0 0 0 


到 此 一 看 便 憩 ，rankA = 2。 
下 面 来 求 4 的 一 个 基础 子 式 ， 
在 已 知 和 4 的 秩 为 2 的 前 提 下 ， 可 知 44 中 任 一 二 和 阶 不 竺 于 0 的 子 


式 都 是 基础 子 式 。 
如 M= | ， | 就 是 一 个 


例 3 计算 下 列 矩 阵 的 秩 ， 
(2) 1 2 3 


‘1) di 
-| "2 
Qn 0 0 0 


解 (1) gq,02,…,0: 中 不 等 于 0 的 元 素 个 数 即 为 4 的 秩 。 
(2》 因 为 detB=0 、 所 以 rank8 起 2。 而 在 B 中 二 阶 子 趟 


| 
| 0 1 0， 所 以 rank8 = 2。 


例 4 设 
ft 12 ds 
i 他 2 个 2z2 站 > 
“| 
a 1 Hm 机 nn 


则 rankA = rankA’, 
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证 明 如 果 而 是 4 的 到 阶 子 式 ， 虽 凶 即 为 4 的 天 阶 子 式 ， 而 
且 M =M， 所 以 有 
rankA = rankA’, 


练 习 五 


1。 下 秩 为 了 的 定 阵 中 ， 有 证 有 等 于 零 的 7 一 1 阶 子 式 ? 有 证 
有 等 于 0 的 7 阶 子 式 ? 有 没有 不 等 于 0 的 r+ 1 阶 子 式 ? 

2,。 求 作 一 个 秩 为 4 的 6 x 5 上 矩阵， 使 得 它 有 两 行 是 ， 
10100; 1-1000， 

3。 计算 下 列 算 际 的 牧 

(1910 4 10 1 (2) /14 12 6 8 2 


4 8 18 7 6 104 21 9 17 

10 18 40 17 7 6 3 4 1 

1 7 17 3 35 30 15 20 5 

(C3) 01 0 0 1 4 (4/2 1 1 1 
0 1 0 2 5 1 3 1 1 

0 0 1 3 6 1 1 4 1 

1 2 3 14 32 1 1 1 5 

4 5 6 32 77 ) 1 2 3 4 

1 1 1 1 


4。 在 3 题 的 矩阵 中 ， 务 求 出 一 个 基础 子 式 ， 
5， 节 果 宪 阵 


Qi di2 Din bt bs b,. 
71 ds "ee bal bzz "rr hb, 
和 B=| 
\ fp Cn: i Cpan \ ba hus 机 brn 
的 秩 分 别 为 8 和 t+ ， 虽 


220 


人 21 22 (yr 0 
| ap ga dyn 0 0 0 
心 一 
10 #0 0 bu bi bi 
0 0 bl bz b,. 
0 0 0 bs bs, bon 


的 秩 为 +。 
6。 著 扼 阵 4 有 一 r 阶 子 式 不 等 于 0 ， 而 所 有 了 ?+1 阶 子 式 都 
钳 于 0 ， 则 rankA =r。 


7。 设 
[2 如 1 a | 
成 = 0 3 ds } 
| | 
| | 
No: dr 全 mn 


不 是 蕉 阵 ， 量 a ,都 是 实数 。 如 果 人 的 每 一 元 素 ai， 都 等 于 它 的 代 
数 余 子 式 ， 则 rankA =n， 


3 证 有 明 ， 征 降 
| dL di Qin 
各 = qr qd22 Qa 
| 位 | 2 性 六 


的 秩 竺 于 0 或 1 的 充分 必要 条 件 是 ， 有 m+n 个 数 ， Qi 2, Qn 
bb2 Ps 合 得 
ii QiDiy i=1,2, 2 
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习 题 五 
1， 用 定义 计算 
站 1 0 0 td 
0 dq fa 昌 
0 qz ds 0 i 
Cd4t 0 0 | 
2。 计 算 行列 式 
《ti 了 bp hb b G (2) az+l ap nam a 
pbbra pb. pa p+i be bd |, abcd*0 
b bt a b b | Ca ch ci:+1 cd 
babb bl ida db de d+1 
ud b bb b | 
(C3) 1+q 1 1 | 
1 1+m 1 | 、 GQ; 志 0,i= 1,2,." ,ns 
| 1 1 1 + 1+a 
3、 对 下 列 #4 阶 行列 式 DD:， 指 出 ， 
D, ~ Ds: = XD — DD-;) 
并 求 也 ;的 值 ， 
1+ wx: x 0 0 四 
x 1+ 和 2 区 0 0 
二 
D,= 各 x 十 其 区 0 
0 0 0 0 1+Xx: 半 
0 0 0 0 xX 1+rx 


4。 计 算 下 列 行 列 式 
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《并 Hl 2 O11 } | 《< 入 如 1 性 2 Wi 上 mn 一 1 [oS 
如 1 立 z 人 mn 一 1 1 | a XE Hi Hr 
QQ WW2 区 [rE 1 | | A 人 让 
Lr dz 3 1 / 避 1 2 总 和 他 hn 局 
dl UH 3 可 1 1 
(C3) a Qa ga Qn fs | 
| 
一 和 Xi 由 0 
0 — XxX: KX 0 心 
| 0 Xa_i 0 | 
| 人 人 0 一 il 名。 
5。 解 方程 
《1 中 1 1 1 1 1 | 
1 1-x 1 1 i 
1 1 2-X 1 1 | 
| = 
| | 
| 1 1 1 (2)— 1 | 
| 1 1 1 1 (nn-1)-xi] 
“27 如 1 2 a Hr- Lr | 
[a atraa—x da Qn er | 
| 
a, U2 Q2 十 上 3 一半 Hl! In = 
| | 
i a Us 3 人 
Cl U2 Ua wi rl1 中 ni 十 站 一 其 
各 ， 爸 
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1 nn C: Ci Cn 


1 ntl Ci CT C 
计算 f(x+ 1) -f(x)， 此 好 Ci 类 示 组 合 数 ， 


7， 计 算 行列 式 


(1) -a a 0 0 0 
0 — 2 U2 0 
0 dd 一 dy 
上 
[0 0 0 -oa 
| 1 1 1 1 
(C2)h -1 0 0 "” 1 
hx n 一 二 0 0 
hx: hx h 一 1 


XXX 


8， 设 各 和 和 玫 都 是 ma 阶 方 陈 : 


Gil Ql dn “bi 

站 = a 0 Qn B= | bz 
外 

Qn ns ie rn b.,) 


证 明 
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n—1 


扣 中 了 1 


hx YY hx 


x" +! 


| Ga Hi — il Hd 1 Tn 


al Iz — 11 U2 7* i 


| nl Dn Wii nr — nl 一 如 — {nun 
Bi bz 1 bh,. bi bl? "oe bp,。 | 


Bn 1 brs *"" brn On + bs 由 开 | ba 
=2"detA:detB. 


39。 求 下 列 第 阵 的 秩 


C1 ) oby gb … ab, | ‘2) a bb by 
] azby dabs 2 ab, | bp a bh 4 
| | jp prnae bh 
esB gbs  abs,) \p bb a 

(C3) 1 a a a (4) ,1 a @ bcd 

I ] Qa 好 | 1 b pz cda 
| 1 ce ce dab 
他 a a 1 1d dd abc 


10。 若 了 , 壮 0 为 年 阵 4 中 某 一 了 阶 子 式 。 如 果 4 中 所 有 含 D， 
的 7+ 工 阶 子 式 都 等 于 0 时， 出 rank4 = r。 
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第 六 章 ”线性 方程 组 的 理论 


有 了 第 五 章 的 准备 ， 就 可 以 把 线性 方程 组 的 诸 系 数 旬 种 数 项 ， 
与 求解 站 题 之 间 的 直接 联系 揭示 出 来 。 并 将 进一步 通过 引进 向 基 作 
为 工具 ， 对 线性 方程 组 的 通 解 给 出 进一步 缚 果 ， 


$ 1 线性 方程 组 的 有 解 条 件 


HN + IN 二 nr Xa = Db 


本 31 区] 十 说 22 蕉 2 十 二 i! I 本 = by 《1》 


| 
\, OriXi i maXii+ + Ara = ba 
则 (1) 的 表示 乱 阵 系数 策 阵 分 别 为 
Fu gy Qs bi 


Ua Ora Gun bs 
成 二 


让 交 mr ph, 


用 行 的 初等 变 钦 把 上 A， 回 时 也 把 4 化 简 ， 使 上 4 化 简 为 了 型 阵 ， 
为 明确 起 见 ， 不 站 假定 也 型 阵 中 的 了 个 特殊 列 在 前 上 列 ， 则 省 
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Cir+tu 
1 Cirtl 
1 errri 
站 站 心 也 
QO:0 0 
1 Clr 
| 1 Cartl 
1 errri 
0 0 
和 和 自 0 0 


( 1》 有 解 的 充分 必要 条 件 是 di =… 
现在 应 用 华 阵 的 秩 数 容易 揭示 出 dr， = … 


条 件 ， 


有 


实际 上 ，B 和 时 的 秩 数 只 可 能 有 两 种 关系 ， 


(Ci) rankB = trapk 了 必要 而 且 只 要 ;da=d =，… 


“二 


d, 一 


0 的 充分 必 要 


人 好 


Cii) Tark 吾 =rank 了 + 必要 而 且 只 要 d, ;1，g,+;，…sd, 中 
至 少 大 一 个 相等 于 0。 于 是 有 
线性 方程 组 《1》 有 和 解 的 充分 必要 条 忻 是 rank B = rankB 
但 B 与 相抵 ，B 与 4 相抵 ， 所 以 有 


rank B =rankA FANEKB = rankA.,. 


于 是 得 到 用 矩 降 的 秩 数 表述 的 有 和 解 条 件 ， 


定理 1 


设 六 和 4 分 别 是 


线性 方程 组 《1) 的 表示 和 拓 阵 和 系 


数 和 矩阵 ， 则 线性 方程 组 《17》 有 解 的 充分 必要 条 件 是 


| 


rank A = rankA 
当 线 性 方程 组 ( 1 } 有 解 时 ， 则 由 定理 1 有 tank4 = rankA =r. 
这 时 就 说 线性 方程 组 《1》 的 秩 为 r 。 于 是 又 得 到 用 和 矩阵 的 秩 数 确 
定 解 的 个 数 的 
定理 2 和 车 线性 方程 组 1》 的 秩 为 r ， 则 
(i》r=n 时 ， 线 性 方程 组 <1》 有 唯一 解 ， 
(ii》 rc<n 时 ， 线 性 方程 组 《1 >》 有 无 穷 多 个 解 。 
如 果 把 线性 方程 组 (11) 的 常数 项 全 换 为 0， 这样 得 到 的 齐 次 
皆 性 方程 组 吗 做 〈1》 的 导出 齐 次 组 ， 


由 定理 2 可 以 得 到 ， 
推论 1 设 


| HX NI ts = bi 


| ari + Gr2Xat rr Os Xn = by 


' Un Rt Kt n= bh, 

系数 阵 4 = (0;;)， 则 
线性 方程 组 (2 ) 有 唯一 解 ， 必 要 而 且 只 要 detA*0， 

推论 2 ” 齐 次 线性 方程 组 必 有 解 。 未 知 数 的 个 数 锣 于 方程 信 数 
的 齐 次 线性 方程 组 必 有 无 穷 多 解 ， 从 而 有 非 0 解 。 特 别 地 ，(〈2 ) 
的 导出 齐 次 组 有 非 0 解 必 要 而 且 只 要 det4 = 0。 

上 述 两 个 推论 都 是 明显 的 ， 

例 1 判断 于 列 线性 方程 组 是 否 有 解 ， 如 果 有 和 解 殉 定 解 的 个 
数 


dX1+ 2X%i= 1 
2X1+ 2x = 1 
(2 | X1 一 X%z 十 2x3 二 十 


| Xi— X= 


3%1 十 2X2 十 二 1 
2Xi SxXz™— Xi3= 1 
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C3) Xi Xt 2X3= 0 
3x1 +t 2x3 + XI3= 1 


2X1 二 3 一 MX3 二 了 


解 (1) 先 写 出 表 承 插 阵 ， 然 后 用 行 的 初等 变换 化 简 ， 


[ 19 ) 

A-| ， ， , 
之 

1 

0 


pat-1) /!: 10 
.|0o0 51 
0 1 0 00 


到 此 可 以 看 出 ，rankA =rankA4 =2。 所以， 由 定理 1 知 方 程 组 
《1) 他 解 ， 并 由 定理 2 知 此 方程 组 有 了 唯一 解 ， 
《2) 写 出 表示 矩阵 ， 然 后 用 行 的 初等 变换 化 简 ， 


加 1 -1 29 ) 
六 =-| 3 2 1 1 - 

1 

0 

1 

1 


| 


0 
1 
0 
于 是 得 到 : rankAA = trank4=2。 所 以 2》 有 解 ， 并 且 有 有 
穷 多 个 解 ，“〈 因 未 知 数 个 数 为 3》 。 
(3) 写 出 表示 和 拖 阵 化 乔 : 


em Nn 9 
Le 


ee 
| 
Es 


Co 
en Fa 
| 
< 


5 — 5 


~ 
"eg 
| 
ha 
! 
| | 
| 
We 
TT 
cD 一 

| 
名 

| 
te UI bs 


fli-1l ?0Y pt-3)Ppa(-?) 
A=| 3 2 111 .> 
2 3 一 1 2 
ll -1 ?0 YY py(-1) 
¢ 5 -5 1 > 
Q 5 一 5 2 
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1 一 1 2 0 
F 5 一 5 
0 hh 0 1 


由 此 证 知 : rank 有 A =3，rankA&=2， 所 以 《3) 无 解 ， 
例 2 证明; 线性 方程 组 
X+Hyt+a=0 
xt+byt+biz=0 (3) 
XT+TCYy 二 es 二 站 
没有 非 9 解 。 其 中 ，a,b,e 是 两 两 不 等 的 数 . 

证 明 只 须 指 出 方程 组 3 》 只 有 唯一 解 即 可 ， 出 推论 1 只 须 
计算 (3) 的 系数 阵 的 行列 式 ， 看 其 值 是 否 不 为 0 。 

《3 )》 的 系数 行列 式 为 ; 
1 ao oa 
1 bp pp 
1 cc ee 
[td11 
因为 Dr= a be 是 范 德 旨 行列 式 ， 所 以 有 DP=D’= 
‘ar b? cr | 
‘ba)tc-a)tc-b) 

由 题 设 a、b、e 两 两 不 等 ， 所 以 DD 起 0。 邦 方程 组 《3》 没 有 
非 0 解 ， 

例 $ 讨论 线性 方程 组 


D= 


El 7 二 家 
XxX — Xa3=b 4 
一 XI +1XxX3=6£ 


有 解 的 条 件 。 

解 ” 所 谓 讨 论 有 解 条 件 ， 是 指 f+、9g、Bp、e 到 什么 值 时 能 使: 
rank A = rankA, [以太 r = 3 或 7 二 3。 

为 此 用 初等 变换 化 简 4。 
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解 ， 


时 ， 


1 -14b 


TT 
Le 
l | 
Td lh lp 
| 
[- | 一 Come | 
心 
十 和 
人 


内 此 ， 可 知 


《1》 一 1 革 0 时 ， rankA = rankA = 3, 此 时 ， 


(2) t=1， 而 县 a+b+c=0 时 ， rankA = rankA = 2， 


《4) 有 无 穷 多 解 ， 


(3) t=1, 但 a+b+es0， 则 rankA =3， 


《4) 无 解 ， 


练习 


Pat1l) 


0 1—-1 a+t+b+e 


《4 》 有 唯一 
此 
rankA=2 此 


1. 判断 下 列 方程 组 是 否 有 解 ， 在 有 解 的 情形 下 确定 解 的 个 


(1) /xtxyt2xat 3Xa= 1 
| 9x1 — Xs— x3 2x4= 一 4 
| 2x1 + 3xs™ Xa X= 6 
Vwit x + 3x3— X= —4 
(2) 7 x+As™ Xs— X= 1 
|， 2x1 + Xat X34 = 
| 和 1 十 Sa — X33— Xa=6 
Xa + DPXy 一 43 一 4 一 一 
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( 3) /Xt 2X — 3X4 + 2xs= 1 
| MX1 — Ka — BX3 + Xs — BX5= 2 
Dx — BKz + AXs — BX4+ 2X5 = 7 
x — Qs + BX3— 16%Xs + 2Xs = 2h 
?判断 下 列 齐 次 线性 方程 组 是 否 有 有 非 0 解 ， 
《二 xi+ Sx — XxX3+ X40 
| 3 和 — XI+ 2X3 一 7 了 7X4 二 省 
| dx + Xi— Sx34+ BxXs=0 
“Xi — 2%2 + dxs — 7xa = 人 0 
‘ 2 ) | Xi + 3X2 + 2 一 个 
1 2 一 2 十 3 二 昌 
| 3xX1 — 5X2 + dxa= 0 
Xi 17 + dXx3 7-0 
] 3。 讨论 X、a,、b 取 什 各 值 下 询 方 程 组 在 唯一 解 ， 匹 穷 多 个 
解 ， 元 解 . 
| C1 hxX1+ wt Xa= 1 
| 1 宁 让 和 村 光 3 二 外 
XL + Ns + XIA = A 
| Co Gx + ky + Xi = 
| 十 bx + X= 3 
MX1 十 bx 十 23 一 时 


| 、 ”4。 设 线性 方程 组 


| di tt Xn = by 


量 中 rr [| 本 时 


ri r+ Unix be 
| 的 系数 阵 的 秩 等 于 秆 阵 
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的 秩 ， 证 明 这 个 线性 方程 组 有 解 。 
5。 证明: 线性 方程 组 


| lL 1 二 lL 


| Xi — X= Hz 
| 3 二 3 
1 

Xd 二 


1 Ns Ki = Os 


有 和 解 的 充分 必要 条 性 是 ,ai +0;ta3t0s+os=0. 
6，。 证 明 : 禽 呈 个 未 知 数 n+ 1 个 方程 的 线性 方程 组 


XL =b; 


| OriXtt 二 

\ rt tn bt 
有 和 解 的 必要 条 性 是 行列 式 

aa hb 

nr Orn b, | 


Qnti "Gntin Dar | 


并 举 一 反 钢 说 明 这 个 条 性 不 是 充分 条 件 ， 
7。 证明， 方程 组 

| QR XT Xn = bt 

1 CX 十 站 32 二 +n = Dy 


\ QnriKi + rN 二 dnXe = b, 


"333 


对 任何 号 ，Ps，…3b, 都 有 解 的 充分 必要 条 件 是 ， 系 数 阵 和 的 行列 式 
et。 

$8。 在 什么 条 件 下 ， 三 条 直线 ， 

le xthyto= 人 0 

12: Gx+ bayt+cs=0 

ls: x + bayt+ce3=0 
通过 同一 点 。 

39， 给 出 四 点 ， MX 1 MX) MatXx3sy3), MitXds 
34) 在 同一 贺 上 的 条 件 。 

10。 讨论 下 列 三 个 平面 的 位 置 关 系 。 

Ti 2X+3y+4z+1=0 

Hat KX— 2 2x~1=0 

Ni3: 2x— 11y— 12z—5=0 


3 2 线性 方程 组 的 公式 解 一 一 
克 革 姆 〈Cramer) 法 则 


f QiX1 + ar2X2 = bi 
\ 如 21X1 + 22Xs = hs 
QiX1 十 口 13X3 + O13X3 = bi 


Qa1X1 + OraXa + d73X3 = ba 


从 31X1 + 本 33X2 + a3x3 = ba 


在 系数 阵 的 行列 式 不 等 于 4 的 条 和 件 下 ， 已 经 分 别 给 出 解 的 公 
式 ， 


bh 3 rl bi 

| By tis a bi 
和 

| di1 站 13 | | tl fl 

fl21 Gas | 立 31 。 立 32 
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bl gi d13 qi D1 3 
Baz dQ22 如 z3 ‘gz ba fi3 
,Pa dar 033 ! gq31 ha 33 
Ni 一 二 » 

Qi az O13 | | 1 Qi2 ds 
| | 
21 性 22 这 ?3 人 21 Tr S33 
031 O31 C33 | | 31 G32 (33 
311 Qiz Hl 

好 21 O22 Py 

B31 093 .23_ 


X3= 一 一 
| Ht 好 12 好 13; 
U1 YH2z U23 
| at (as {a 


现在 有 了 阶 行列 式 的 概念 ， 并 已 掌握 了 一 些 枯 本 性 质 ， 于 是 
可 以 把 上 述 结果 推广 到 一 般 情形 ， 
定理 1 ”[ 宽 芋 姆 (Cramer) 法 则 ] 设 线性 方程 组 
如 11 人 | 十 人 12 十 :十 丰 1 和， 一 用 1 
个 31 和 1 + Trois 十 二 bs 
C1) 
Hn XIN ne Tb 
用 也 表示 系数 阵 太 = (4; ;) 的 行列 式 . 则 当 DPD 二 8 时 ， (1》 有 从 
一 解 为 ， 


XI 一 D' D, DD, 


万 ， 2 “ XD {2) 


其 中 克 ; 是 把 五 中 的 第 j 列 用 (1) 的 常数 项 替换 而 成 的 靖 阶 行列 
式 ， j= 1]，2,.…,n，, 

证 明 由 本 章 $1 定 理 2 的 推论 1 知 ， 当 DD 二 0 时 ， 方 程 组 (1) 
有 了 唯一 解 。 所 以 ， 具 顷 证 明 (2 ) 是 方程 组 《1 》 的 解 ， 定 理 1 部 
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得 证 。 


为 此 ， 特 x, = -， ] 1,2, …* 社 ， 好 C2) ， 代入 方程 组 
《1I) 的 第 i 个 方程 左 端 得 : 
如 :1 Dy 十 如 了 .十 如 ， 
D D 


= (a, Di+oa, :Dstt:: “十 好 ,7 下。 


将 上 式 中 的 DD， 按 第 7 列 展开 ， 则 有 
= (biAstbAnt tb Arst +b A 1) + 
ta, a tbiAis tT brAast rt hs ft hii 
十 和 ef bid +h A+ thrAn,)] 


D Chi(a, 1 六 1 十 衬 ， 入 2 十 十 和 1 六， 》 


+ Bata, AtiisrAnat ta ) 
十 二 站 CC 
十 了 ,六 4 二 
二 站 (bi0 + har0Ot +h Dt tb,*0) 
=b;, i=1,2,.…,n 
由 此 可 知 ，《2 ) 是 方程 组 《1 ) 的 解 。 证 完 
第 五 章 弛 1 的 命题 是 克 荣 姆 法 则 当 n = 2、3 的 特例 . 
殉 菜 姆 法 则 只 适用 于 含 n 个 未 知 烤 、n 个 方程 的 线性 方程 组 ， 
而 且 必须 系数 阵 的 行列 式 不 等 于 0 的 情形 。 下 调 进 行 推广 ， 给 出 广 
义 的 殉 茉 姆 法 则 以 适用 于 一 般 线 性 方程 组 ， 
说 线 性 方程 组 
dX1 +t 2Xa 二 tnXr = by 
aX t aaXa t+ + tain = b 


C3) 


\ An Ri tn 二 


的 秩 等 于 六 ,这 时 必 有 史 友 nn， 为 讨论 方便 起 见 , 设 系数 阵 和 = (a1,) 
的 前 m 列 所 组 成 的 m 阶 子 式 DD 是 一 个 基础 子 式 ， 即 DP 二 0。 于 是 线 
竹 方 程 组 《3) 改写 成 下 面 的 形式 后 ， 


{ALIX + OX 二 二 AXn = Dia r 人 i 


| Uz1N] + GazX%z tt rt arr = ba driXrti 


\ nl 二 XI 十 "*" 二 rh =b, — 1 i — naNn 


把 x;,,，…,x。 看 作 可 任意 取 值 的 参数 了 时， 出 方程 组 (3 ) 就 是 未 
知 数 的 个 数 与 方程 个 数 相同 ， 丽 且 系 数 阵 的 行列 式 不 等 于 0 的 方程 
组 . 于 有 是， 应 用 克 药 姆 法 则 ， 便 得 方程 组 《3)" 即 〈3) 的 通 解 表 
达 式 : 
《第 计 列 ) 
bi— antiXnrl— "rN 


by— di riXrt1 Ne 


4 ws 因 站 一 四 
xi = 二 a, n+ 万 dr 1, j= ,2 7, 


为 了 与 第 四 党 详 用 消 元 法 所 得 到 的 通 解 表达 式 比较 ， 把 上 述 m 
个 式 子 的 每 个 分 于 ， 应 用 行列 式 的 单列 可 加 性 展开 ， 得 到 ， 


《1 到) 《了 列 ) 
di bd, | gigi tin 
| 
] dal bat, | 2 1 "i 
Xi 1 .os 一 区 ml 
N 好 1 7 
《j 列 》 
1 ln ] 
Hzt 0 站 2 :j= 1,2， st 
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我 们 约定 ， 用 D， 表示 把 台中 的 第 i 列 换 成 方程 组 (3) 的 常 
数 项 而 成 的 行列 式 ， 用 Dj 表示 把 台中 的 第 i 烈 换 成 (3 的 系 
数 阵 4 的 第 大 列 而 成 的 行列 式 (= 和 +1， 8。 于 是 ， 上 方程 组 
《3)“， 即 【3) 的 通 解 表达 式 可 写 为 下 面 的 形式 : 


天， 

1 xi nD t 

D 了 D 
| 

D D 中 D.,,， 
Em 二 一 -一 - 民 一 mm 二 ll ft» Co em _ 了 —tn 4 了 
| 万 万 1 np 
| 
Xa+L = nr 


其 中 tu+t oot 为 数 域 刻 中 任意 数 ， 

概括 上 述 ， 得 到 广义 克 莱 姆 法 则 如 下 ; 

如 果 线 性 方程 组 (3) 的 系数 阵 的 秩 等 于 方程 个 数 m， rankA 
=m， 加 (3》 必 有 解 .。 车 和 克 的 前 训 列 组 成 的 m 阶 于 式 吃 为 一 基础 子 
式 ; 即 D 志 0, 风 C4》 即 为 方程 组 (3》 的 通 解 公式 

注 ， 如 果 妥 的 前 区 列 有 所 组 成 的 于 式 号 =0， 测 在 妨 中 取 基 础 子 
式 D*， 设 D' 是 由 入 的 天 ， 扩 ;sj 列 组 成 的 ， 则 通 解 公式 C4) 中 
所 出 更 的 未 知 数 应 为 ， xi ，，xi ,，*…，*/,， 其 余 n 一 m 个 未 知 数 作 
为 参数 的 形式 出 现 ， 

为 以 后 叙述 方便 ， 把 系数 阵 的 秩 等 于 方程 个 数 的 线性 方程 组 叫 
做 克 莱 姆 型 的 线性 方程 组 . 诗 是 ， 克 莱 姆 型 的 方程 组 必 有 解 ， 而 且 
可 用 死 莱 姆 法 则 求解 ， 

下 面 进一步 讨论 线性 方程 组 的 秩 Fr 〈 即 rank A =rank4=r) ， 
小 于 方程 个 数 由 时 的 和 公式 解 ， 

定理 2 设 线 性 方程 组 (31) 的 秩 ” 小 于 方程 个 数 内 。 则 

《1 )》 系数 阵 有 4 的 任 一 基础 子 式 所 在 的 ?个 方程 所 构成 的 方程 
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组 《3 0)” 与 方程 组 (3)》 同 解 ， 

(2) (3)* 是 克 莱 姆 型 的 线性 方程 组 ， 从 而 可 用 殉葬 姆 法 则 
写 出 “3#)" 的 ， 即 《35) 的 通 解 公式 ， 

证 明 具 要 (1) 被 证 明 ， 风 《2》 是 旧 明 的 ， 

无 报 于 一 般 性 ， 不 和 妨 假设 基础 子 式 口 所 在 的 方程 就 是 前 r 个 方 
程 ， 而 且 卫 就 在 4 的 前 上 列 上 。 这样， (3) 与 《30 的 表示 矩阵 
分 别 为 ; 


di1'"" Oir rts by 


rr rr 局 ryrf+17 rn pb, 


rt rt Qtr tt r+t1in y+l 

\ 人 mi sr 人 mr 中 1 人 ms b, 
A Gr rt nb 
B 和 二 [| 
rrr drrti"" trenb, 


对 的 前 + 行 作 初等 变换 ， 把 入 ， 同 时 也 就 塌 瑟 ， 化 简 为 下 面 
的 形式 : 


1 Ciy + Cn a 
1 Ca r+il Co+ dy 
1 一 1 rr "en Crn dr 
Dr 二 国 年 忠 肥 中 Ur tr + d+inb 十 下 
‘1 mrt+l ”” dm P，。 
上 
1 CI 二 di\ 
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由 于 rank4; = rankA =f， 所 以 炙 续 对 A, 作 行 的 初等 变换 必 
能 把 A, 化 简 为 下 面 形式 ， 


| 1 Cr+ cis 他 | 

| 1 Csr Cron dd | 
ER。 | 

As- | 1 cy crs di 
00…0 0 0 0 

\ 00.0 0 G0 


于 是 方程 组 (3) 与 以 4; 为 表示 和 揪 阵 的 线性 方程 组 同 解 ， 午 
《3 ) 与 以 B: 为 表示 和 些 阵 的 线性 方程 组 同 解 ， 

但 十， 以 4 为 表示 毕 阵 的 线性 方程 组 与 以 了 为 表示 矩阵 的 线性 
方程 组 ， 实 际 上 是 相同 的 方程 组 (至少 可 以 说 是 同 解 的 ) 。 所 以 ， 
《3) 与 《3)* 同 解 。 证 完 ，。 

例 1 判断 线性 方程 组 

六 | 一 %2 二 24 一 站 
| 3xX1 二 2X2 一 2 于 3 二 《5? 
2201 十 3 一 3 一 % 二 于 
\ Xi dX — XI — 3X4 = 1 
是 否 有 和 解 ， 如 有 和 解 ， 用 克 莱 姆 法 则 求解 〈 写 出 通 解 和 公式) 。 

解 1) 写 出 方程 组 〈5) 药 天 示 矩 阵 入 ， 然 后 对 么 的 行 作 初 
等 变换 进行 化 简 〈 通 常 ， 把 系数 阵 的 部 分 化 为 卫 型 阵 ) ， 确 定 志 和 
系数 阵 的 秩 数 ， 

由 第 五 章 85 例 2 的 计算 扼 ， 和 4 和 4 的 秩 都 为 2 ， 所 以 ,方程 
组 《5)》 有 解 。 又 因 ，rank4=2<n=d， 故 【5) 有 无 穷 多 个 解 ， 

2 ) 应 用 克 莱 姆 法 则 求 方程 组 《5 ) 的 通 解 公式 ， 

为 此 ， 先 从 方程 组 《 5) 中 确定 一 个 与 《5) 同 解 的 克 菜 姆 型 
方程 组 。 因 为 方程 组 (5) 的 秩 为 2 ,所 以 ,由 定理 2 从 方程 组 (5 ) 
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欧 系 数 了 省 中 取 一 个 非 0 的 二 阶 子 式 ， 此 二 险 子 式 所 确定 的 两 个 方程 
所 组 成 的 方程 组 ， 即 为 与 (5) 同 解 的 克 莱 姆 型 方程 组 ， 
1 1 一 1 - 
因 系 数 阵 左上 角 的 二 阶 子 式 D=| 3 = 5， 于 是 ， 卫 
所 在 的 两 个 方程 所 组 成 的 克 莱 姆 型 方程 组 为 ， 
1 X11 X2 十 2xud = (C5)7 
| 3 十 2 一 XX3 十 二 1] 
3 ) 用 现 莱 姐 法 则 解 殉 菜 姆 型 方程 组 ( 5) 
把 5) 改写 成 
人 


3 共 1 -XI 二 1 十 X3 一 着 


于 十，〈5) 如 《5) 的 通 解 公式 为 ， 


7 -0 | 0 -1 I2 -1 
Di 217I-1 2187|1 2 | 


二 1 + tsa— ta) 


“= p(|! 0 
DpD\|3 1 
1 


= (LT+fat 6ts) C6) 


《6) 就 是 方程 组 (5)》 的 通 解 公式 . 
比如 ， 令 f=0, =0。 网 x =， x 0X4 = 0 就 是 
方程 组 《5 ) 的 一 个 具体 的 解 ， 
如 再 令 t=0, =]， 则 x = -5， xX; = 5 '%3=05%4=1 是 广 
程 组 (5) 的 又 一 个 具体 的 解 ， 
这 个 例子 有 一 般 性 ， 它 笨 现 了 用 克 莱 姆 法 出 求 线性 方程 组 的 公 
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式 解 的 三 个 步骤 ， 即 
1) 写 出 表示 矩阵 作 行 的 初等 变换 化 简 ， 求 表示 抢 阵 4 和 系数 
阵 4 的 秩 ， 由 此 判断 线性 方程 组 是 否 有 解 。 
2 ) 在 有 解 时 ， 邵 rank4 =rank4、 确定 一 个 与 原 方程 组 同 解 
的 殉 菜 好 型 方程 组 ， 
为 此 ， 找 出 系数 阵 妇 的 一 个 基础 子 式 孔 ， 也 所 占有 的 ?个 方程 
所 构成 的 线性 方程 组 ， 即 为 所 求 的 与 原 方程 组 问 解 的 克 菜 姆 型 方程 
组 
3 ) 应 用 殉 菜 姬 法 则 ， 求 出 通 解 公式 。 
这 一 - 步 关 键 在 于 记 住 道 解 公式 《<#》 中 的 行列 式 ， 
D', Diris "es Dn 
D;, Ds +, Ds, 
Dr, Drns sy D,ns 
的 构成 规律 ， 
这 里 需要 指出 ， 线 性 方程 组 的 公式 解 的 重要 特点 ， 或 者 说 它 不 
同 于 消 元 法 所 得 到 的 通 解 表达 式 的 ， 在 于 用 方程 组 的 系数 直接 表 出 
了 解 ， 
公式 解 的 主要 意义 在 论证 问题 方面 ， 一 般 很 少 用 克 业 姆 法 则 去 
求解 。 这 生 因 为 ， 应 用 克 菜 姆 法 则 求解 ， 融 要 计算 很 多 行列 式 ， 计 
算 量 相当 大 。 
站 局 明确 要 求 用 克 某 姆 法 则 求解 时 ， 一 般 也 是 先 用 初等 变换 求 
出 表示 欠 阵 和 系数 阵 的 秩 ， 再 找 出 一 个 基础 于 式 来 。 因 此 ， 初 等 谈 
换 在 线性 方程 组 理论 的 各 个 方面 是 一 个 经 常 起 作用 的 方法 。 


练 习 二 
1。 用 上 克 莱 姆 法 则 解 下 列 线性 方程 组 


六 


12] Xs— BX dx4= —8 


| 2%a 一 2x4 二 3X4 二 一 4 
| 

| 3X1 十 2X2 — 5X4 = 12 
, dX1 十 3X: — DX 二 电 


(2) | 3x1t Xa— BXa+ 2XN4t aAs = 人 0 
2X1— 2%2— 3Xx3— 7X4 + 2X5 = 人 0 
Xi llxza — 12x3+ 3dX1— HXs 一目 
(C3) ox — XT 3X3 2X4 = 
， Qaxr — Xa + 4x3 + 2X4= 1 
| 3x1 + 2x2 + 5x3— dx = 1 
dX 十 Bia TX TOx = 2 


《和 十 项 二 N+ Xi+ Xs = 1] 
| 
| 3X1 十 22X2 十 3 十 交 4 一 3s 二 窜 
| XL + 2x2 + 2x3+ 6x4 = 3 


Xl + x2 + XI + BX — Xs =b 


2。 求 一 二 次 多 项 式 j(x)， 合 (1)=1,， 1 一 1)=9, 1(2) =3. 
3. 设 Qj， qz; tn+: 是 n+1 个 不 同 的 数 ，Di，bz，…， 
b+ 起 n+1 个 任意 狼 ， 证明， 存在 淮 一 一 个 次 数 不 超过 n 的 多 项 
式 ftx)， 人 使， 
fla;)=b;, i=1,2,. ,n+1, 
4。 设 fx)=g0+tx+ + Qax"， 应 用 线性 方程 组 的 理论 证 
明 ， 若 jx) 有 n+1 个 不 同根 ， 划 了 x) 是 零 多 项 式 ， 
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8$3 线性 方程 组 解 之 间 的 关系 


研究 线性 方程 组 解 之 问 的 关系 当然 是 对 有 解 的 线性 方程 组 而 
言 的 。 当 线性 方程 组 月 解 时 ， 它 的 解 的 个 数 ， 从 上 地 的 讨论 知道 ， 
只 有 黄种 可 能 ， 具 有 一 个 解 ， 有 无 穷 多 个 解 ， 

对 愉 玫 一 个 解 的 情形 ， 当 然 ， 无 所 滑 解 之 问 的 关系 问题 因 
此 ， 讨 论 解 之 间 的 关系 ， 上 只 有 对 有 无 穷 多 个 解 的 方程 组 才 有 巧 义 . 

研究 解 之 癌 的 关系 ， 除 了 对 求 通 解 有 重要 情义 外 ， 对 线性 方程 
组 有 关 问 题 的 论证 也 是 不 可 屿 少 的 ， 

为 了 明确 解 之 间 的 关系 的 具体 内 容 和 意义 ， 下 面 证 明 两 个 简单 
但 十 分 重要 的 命题 。 为 此 ， 先 作 一 点 和 名称 和 符号 上 的 准备 ， 忆 便于 
行文 和 论述 ， 

对 于 依 n 个 未 知 数 的 线性 方程 组 来 说 ，n 个 数 ， qs， ， a 
是 它 的 解 的 售 义 ， 在 第 四 章 中 已 有 规定 。 这 里 筑 要 明确 的 是 :这 
个 数 - :起 电 做 方程 组 的 一 个 和 解 ， 而 不 能 误 说 成 为 吕 个 解 。 因 此 ，m 
个 数 作为 方程 纽 的 一 个 解 是 一 个 整体 。 为 以 后 讨论 问题 方便 ， 把 方 
程 组 的 一 个 解 作为 一 个 整体 ， 用 希腊 字母 e，8，… 等 来 表示 ， 并 
记 为 ; gg = (0 sn) 

这 时 就 说 e 是 方程 组 的 一 个 解 ， 而 把 a ,Gi 1，2，…，8)? 叫 做 
解 & 的 第 i 个 分 量 。 相 邻 二 分 最 之 间 的 逼 点 可 写 可 沾 写 ， 写 上 主要 
是 为 了 党 楚 ， 

设 方 程 组 


前 11X1 十 个 12X2 Xn = bl 


站 3411 TT O22Xii + + ON = by 


下 (17 
Un Xl 二 全 十 机 十 会 m rn bp, 
其 导出 齐 次 组 为 ， 


2 


Ff dx Xst +ainX, = 人 0 
| Cs + a2X2 t+ OnX: 二 0 
1 《 2 ) 
Hai XO Nit "二 neXn 二 人 0 
命题 1 若 e=fa， go， …:， Qo) 与 E= hi，… 和 ft) 是 齐 
次 钱 性 方程 组 ( 2 》 的 其 个 解 ， 上 为 数 域 中 任意 的 数 ， 则 
(C1) ko,， Kaqz，…，Kka, 这 关 个 数 也 是 《2) 的 一 个 解 
2) Gtfiy +t Gr 二 f。 这 # 个 数 也 是 (2) 的 一 个 
解 。 

证 明 用 代入 的 办 法 直接 验算 即 可 得 证 . 

如 果 ， 我 们 把 解 (Ka,，kas，…，kat) 叫 栓 解 #= {gal，a;， 
…， er) 的 KK 信 ， 并 记 作 ，Kka， 把 和 解 (ol 十 自生 
叫做 解 % 与 &€ 的 和 :并 记 作 ， e+E= (Catt QT yar 十 ta》 有 时 ， 
则 命题 1 所 揭 孙 的 齐 次 线性 方程 级 的 这 一 一 要 性 质 ， 就 可 概括 而 准 
确 地 表述 为 ; 

1) 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 解 的 # 倍 也 是 它 的 解 

2 ) 齐 次 线性 方程 给 任 一 解 之 和 也 是 它 的 解 . 

推论 车 &:，a 为 齐 次 线性 方程 组 (2? 的 解 ，Kk,，k; 是 任 
意 数 ， 则 faicl + Kzg 也 是 (2) 的 解 。 一 般 地 ， 若 &,，a;， "yg 
&; 都 是 (2)》 的 解 ， Ky,K2,……， 下， 是 任意 s 个 数 ， 出 Kye + Katrs + 
“+ 尺 ,w， 也 是 《2》 的 和 解 ， 

他 题 2 车 Y=(c Cz …， Cr) 与 6= (dj，di，…，dn) 是 

非 齐 次 线性 方程 组 《1 )》 的 两 个 解 ， 则 6 一 而 ，c; 一 dd，…， 
cn 一 届 ， 这 个 数 怡 是 “1 ) 的 导出 齐 次 组 《2 ) 的 解 . 

证 明 用 代入 的 方法 直接 验算 即 林 得 证 . 

部 果 把 解 (ei -des 一 dy， ， cy 一 可) 时 优 > 与 6 的 盖 ， 
记 作 ，Y -9 则 命题 2 便 可 表述 为 ， 非 齐 次 钱 性 方程 组 的 任意 两 个 
解 的 差 ， 恰 是 它 的 导出 章 次 组 的 解 ， 

由 圭 面 的 论述 ， 进 一 步 可 以 得 到 
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定理 今 和 为 (1)》 的 一 个 到 定 的 和 解 。 当 = 取 遍 《1 了 了) 的 导 
出 齐 次 组 的 所 有 解 时 ， 则 yo+& 就 是 《1) 的 所 有 解 。 
证 明 令 ? 为 《1》 的 任 一 解 ， 则 由 命题 2 有; ?一 区 是 (1) 
的 导出 齐 次 组 的 解 ， 设 它 为 a 。 则 有 : -Yo=&, 而 他 一 0 +o= 
yo+&， 通 过 具体 验算 知 ， 左 端 ， 习 ~ ?fm=y， 所 以 有 
y=Yyota 
上 式 表 明 ， 方程 组 (1 ) 的 任 一 解 都 可 表 为 取 定 的 解 yr 与 (1) 
的 导出 痢 次 组 的 一 个 解 e 之 和 ， 
男 一 方面 ， 容 易 验 证 : yo+e 都 是 方程 组 《1 ) 的 解 ， 
综合 上 述 得 ， 当 & 了 到 遍 (2》 的 所 有 解 时 ， 则 所 有 ya+w 即 为 
《1》 的 所 有 解 . 证 完 . 
十 述 定理 表明 ， 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 ， 基 本 上 归结 为 求 
其 导出 齐 次 组 的 通 解 . 
命题 1 及 其 推论 表述 的 是 齐 次 线性 方程 组 所 特有 的 性 质 ， 对 非 
齐 次 线性 方程 组 来 说 一 条 也 不 成 立 ， 
和 痢 次 线性 方程 组 的 这 一 性 质 ， 寅 意 深 刻 颇 有 局 发。 正 是 由 于 这 
两 条 性 质 ， 使 得 我 们 对 齐 次 线性 方程 组 的 每 一 个 解 ， 都 不 应 当 看 成 
是 孤立 的 ， 事 实 上 ， 如 时 饭 知 z 是 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 ， 风 
20，36， 《一 1 《一 252 以 至 ee 的 任意 一 个 倍数 xz， 都 是 
该 齐 次 线性 方程 组 的 解 。 这 样 ， 从 已 知 一 个 解 & 出 发 ， 自 然 就 “ 生 
出 ”无 穷 多 个 解 来 ， 它 们 的 每 一 个 都 用 倍数 的 形式 与 已 知 的 & 联系 
着 。 
再 旭 ， 已 知 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 es 和 a;， 则 由 01、62 务 
生出 无 穷 多 个 解 来 ， 
Kd Kz Ki Kz 为 任意 的 数 ， 
进而 把 这 些 无 穷 多 解 任意 作 和 ， 于 是 又 生出 比 已 有 的 无 穷 多 个 
解 可 能 弄 多 得 多 的 解 .它们 都 与 已 知 的 e 与 ea 用 倍数 和 的 形式 联 
系 荃 ; 
Kigl 二 Ka 88 为 任意 的 数 ， 
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一般 来 说 ， 划 果 已 知 齐 次 线性 方程 组 的 有 限 个 解 ，a， az， 
…*ax， 那 么 用 悦 数 与 相 加 的 办 法 ， 由 这 5 个 解 就 能 生出 许 许 多 多 的 
解 来 ， 它 们 都 与 已 知 的 和 解 1，a;3，…,a， 用 伴 数 和 的 形式 联系 着 ， 
Km 十 Kft +t 7 + ka Ks Ky -7 Kk; EF, 
上 述 事 实 给 我 们 以 宝贵 的 启发 ， 自 然 产 生 - -种 期 望 ， 最 好 有 办 
法 求 汕 齐 次 线性 方程 组 的 有 限 个 解 gl:，az，…，c:， 使 得 这 3 个 解 
能 辟 生 出 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 解 。 这 时 ， 齐 次 线性 方程 组 的 每 一 
个 解 B 部 是 wo，az，…，w, 的 倍数 和 的 形式 
B= Ea + kt tk,o,, 
这 研 等 于 说 ， 用 这 有 限 个 解 就 把 齐 次 线性 方程 组 的 元 窍 多 个 
和 解 ， 全 都 确定 出 来 了 . 
指出 这 种 期 请 的 实际 可 能 性 ， 正 是 下 一 步 要 研究 解决 的 主要 课 
题 ， 本 证 明 这 样 的 有 限 个 解 是 存在 的 ， 问 时 还 给 出 了 求 这 样 有 限 个 
解 的 具体 方法 ， 
例 齐 次 线性 方程 组 
| X1— XN? + 2x4= 
1 3X1+ 2X2— XxX3+ X= 人 0 
(0 (*) 
Xi1 + dX2 ~ Xs — 3X4= 0 
是 $2 例 1 中 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 导出 齐 次 组 ， 
由 $2 例 1 知 其 系数 阵 的 秩 为 2， 并 可 求 出 其 通 解 公式 为 


w= l(b S10 


X= Stay 《es 


Xi3 = fa 
Xu = £4 


当 取 = 1，#=0 有 时， 得 到 (* ) 的 一 个 解 ， 
1 1 
人 
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当 了 取石 =0, 如 = 时， 得 到 《# ) 的 姑 一 解 ， 
T=-—1, 1, 00,1), 

由 (*)' 知 ，(*) 的 任意 一 个 解 a 为; 
a={8 C50), 5 (t+5t), ts, ti) 

而 td + fat, 

于 是 对 给 定 的 齐 次 强 性 方程 组 来 说 ， 找到 了 两 个 解 : a1= 
(和 5，1，0 ,四 =(-1，1，0，1), 使 得 齐 次 线性 方程 组 (*) 
药 每 一 个 解 邦 能 志 为 它们 的 倍数 和 的 形式 ，KFial+Kaaz， 

进一步 ， 对 于 例 1(82) 来 说 ， 已 知 它 有 一 个 具体 的 解 ， 
yo = (二 ,二 ,0，9 ) (参看 52 例 1)〉， 于 是 ， 由 本 节 定 理 ， 则 

yot knit ka kK Kz 为 任意 数 
即 为 $2 出 1 中 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 解 ， 
六 下 一 节 ， 对 上 述 的 作法 。 将 从 理论 上 加 以 沦 述 . 
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考虑 数 域 环 上 的 1 xn 个 阵 ， 央 1 行列 矩阵 .一 个 1 xn 矩阵 
也 间 一 个 元 数组 ，、 由 于 n=2，3 时 ，2 元 数组 、3 元 数组 有 明显 
的 几何 意义 ， 即 它们 分 别 是 平面 上 的 向 量 和 空间 中 的 向 量 。 因 此 ， 
我 们 这 里 也 借用 这 种 几何 名 称 ， 把 一 个 元 数组 叫做 维 向 量 。 不 
过 ， 当 n>3 时 ，n 维 向 量 不 再 具有 直观 的 几何 形象 ， 

n 维 向 量 的 概念 有 很 大 的 妖 插 性， 如 元 线性 方程 组 的 每 一 个 
解 都 是 n 维 疝 量 ; 每 个 方程 的 系数 也 其 维 向 量 ,， 如 果 把 常数 项 也 
沽 看 在 内 ， 于 么 它 就 是 一 个 kh+1 维 向 量 。 再 如 ， 一 个 mx nt 矩阵 
的 每 一 行 都 是 一 个 n 维 向 量 ， 它 的 列 则 是 m 维 癌 量 如果 再 往 前 追 
浏 ， 那 么 任意 一 个 n 次 多 项 式 的 全 体系 数 ， 则 是 一 个 及 t+ 1 维 向 量 . 

今后 用 小 写 希 腊 字 母 去 表示 +n 元 数组 ， 
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& 冲 收 数 域 了 上 的 nn 维 向 量 ， 数 a; 串 合 向 量 & 的 第 i 个 分 量 . 
为 清楚 起 见 ， 这 星 在 相 邻 二 分 量 之 间 加 上 了 至 点 。 以 下 如 无 上 
体 说 明 ， 问 量 都 指 的 是 n 维 向 量 ， 
烙 域 fF 上 所 有 维 向 量 的 集合 ， 用 严 … 表 示 ， 这 时 每 一 个 了 上 
的 4 维 疝 量 &a ， 虽 做 F' ”的 元 素 . 
由 夭 阵 相等 的 定 闵 可 和 扼 : 
F™ 中 两 个 元 素 ， = (1 Gay yn) 与 
B= (plypzy…yPpr) 
相 党 :a=B 当 且 仅 当 ai = 。( 人 = 1 2 有)。 
为 了 寺 论 下 ”中 元 素 之 间 的 关系 ， 我 们 在 F'" 的 元 素 Cn 维 向 
量 ) 之 问 规 定 两 种 运算 如 下 ; 
C1) 信和 数 运 算 ， Ya= (gilgz 41) EF'"”，KEEF,， 令 
ka = 《ka kas kar)，ka 岂 机 向 量 & 的 % 以、 
2) 加 法 运算 : 对 于 F' "中 任 二 向 其 ， 
t= {a0 Qs) 与 B= (bi1,b2,…,b.)， 令 
atB= ath, q+b, ,or th), +RU 收 gg 与 8 的 
和 
遇 于 上 面 所 规定 的 倍数 运算 和 加 法 运算 ， 是 用 分 最 通过 数 的 乘 
法 和 数 的 加 法 规定 的 ， 所 以 ， 容 易 验 证 向 量 多 运算 有 下 殉 基 本 人 性 
质 ， 
{19 (et+tYy=CGT+CR+Dy 
C2 g+B=B+e 
《3 ) 存在 向 量 #6， 使 
tar=ath=8, vactF'™, 
显然 ， 9= (9,0,…,0) 就 有 此 性 质 ， 而 且 也 只 有 这 个 8= (0,0， 
…30) 才 有 有 此 人 性质， 今后 ， 称 日 = (0 0， ,0) 为 堆 向 攻 ， 
《4) 对 每 一 个 向 量 g ， 存 在 向 量 ”使 
ta =a +a=6 
显然 ， w” =(- Da 就 有 此 性 质 ， 面 且 只 有 这 个 a = (~ 1)e 才 有 此 
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性 质 。 今后 ， 称 a =(- ta 为 & 的 负 向量 ， 记 为 -ea。 

(C5) (kDa=kea) 

C6) kta+B)= ka+ kB 

CTY (k++ r= Kat+ia 

C8 lft=2 

(C9) ka=9 当 且 仅 当 大 =0 或 如 = 虽 。 

为 了 以 后 叙述 问题 方便 ， 下 面 给 出 

定义 1 设 信 是 数 域 FF 上 # 维 向 量 的 任 一 非 空 集合， 如 果 Y 满 
足下 列 条 件 : 

(1)》 YeEY，KGEF， 必 有 kaEV 

《2] Yuw 有 EUA， 几 有 a tAEV 
由 称 T 为数 域 下 上 的 一 个 向 量 空间 . 

按 定 义工 中 的 条 性 ( 1 )， 间 接 可 得 ， 

F 上 药 向 量 空 间 Y 必 会 零 向 量 8， 

VY 中 每 一 向 景 & 的 负 碳 量 -ea 也 必 在 V 中 ， 

因此 ，F 上 的 任 一 向 量 空 间 WY ， 都 一 定 满 是 上 述 (] ) 一 (8) 
诸 条 人 性质。 

定义 2 设 V 是 FF 上 的 向 量 空间 ， 玉 的 非 空子 集 3 了 本 身 是 F 上 
的 向 是 空间 时 ， 则 称 5 为 的 子 空间 . 

例 1 FW” 是 F 上 的 向 量 空 间 , 而 且 F 上 的 任 一 向 量 空间 VYV 都 
是 FF" 的 子 空 闻 。 只 含 一 个 零 向 量 8 的 集合 ， Yo= {16}， 按 定义 1 
也 是 F 上 的 向 量 空间 ， 

在 上 上 面 的 讨论 中 知道 ， 任 一 河 量 空间 必 含 零 向 量 ， 所 以 Vo 是 
每 个 向 量 空间 的 子 空间 ， 

从 而 可 以 说 ，F'""” 是 最 大 的 向 量 空间 (由 维 向 量 构 成 的 》， 
Vo 大 最 小 的 问 量 空间 。 

例 2 任意 齐 次 线性 方程 组 的 解 作为 n 维 向 量 ， 则 其 所 有 解 向 
量 所 成 的 集合 S ， 即 通 解 是 一 个 向 量 空间 ， 称 5 为 此 齐 次 线性 方程 
组 的 解 空间 ， 
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例 3 设 V 是 一 个 向 量 空 间 ， 对 于 V 中 任意 取 定 的 + 个 向 量 ， 
ts ff 7 则 
S= {Ka+kat -+kalk, EFY 
是 的 子 空间 ， 岂 做 由 gi， #2，…，&, 所 生成 的 了 空间 ， 记 作 ; 
L(g 和 元 素 ， 
下 面 按 赴 义 2 ， 具 体验 证 5S 是 下 的 子 空间 ， 
(1 vaES，kEF， 则 有 
r= ko kgst "+k.e, 
而 Ke=k(ke + kgst+ :+k a,) = Ckki}o + Ckics} os 
+ + EEK, Yo, 
因为 是 数 域 ， 所 以 kk;:，kkzs… ,kk, 七 FPF， 从 而 有 ka 5， 
C2) YvesBES， 则 有 
=a tt Rmst i tkia, B=la t+ hmst+ +e, 

而 w+B= (Kat kg 十 … thRn) + (last lt t .tha,) 

= (Ki +l)a +t (Ko tl)ast+ + (kK, +1, Ya, 

因为 F 是 数 域 ， 所 Kk, +1; EF, 1i=1,2,.f。 

所 以 有 e+ BES。 因 此，5 是 V 的 子 空间 . 

我 们 讨论 ” 维 向 量 ， 主 要 是 研究 一 组 向 量 用 倍数 、 相 加 这 两 种 
运算 来 表达 的 倍数 和 的 一 般 性 质 。 这 不 仅 是 研究 齐 次 线性 方程 组 的 
通 解 所 几 须 的 ， 对 一 般 疝 量 空间 的 研究 也 是 不 可 缺少 的 基础 。 为 
此 ， 给 出 如 下 的 基本 概念 ， 

定 闵 3 设 ei，a，…，4: 是 向 量 空间 人 VF 的 一 组 向 量 (也 叫 一 
个 向 晤 组 ) ，r:，ka，…，X。 是 数 城 和 中 个 数 ， 称 这 组 向 是 的 倍 
数 和 所 确定 的 向 是， 

月 = Re thst + kr, 
为 gl，az，…，e 的 线性 组 合 ， 或 者 说 ， BE 可 被 0 ， 4 ，、…，as 线 
性 表示 ， 南 xi，#s，…， 励 ， 叫 做 表示 系数 。 

如 果 回 量 组 外 ,8 …， 有 8， 中 等 一 向 量 都 能 被 ec， 扫 ，…， 0 线 

性 表示 ， 则 称 向 世 组 81,8;,… ,8, 能 被 向 量 组 @，az，…，a 线 性 表 
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二 

能 互相 线性 表示 的 两 个 向 量 组 ， 叫 局 是 等 价 的 同 量 组 ， 

例 4 设 wy，qz，…，&; 是 向 量 空间 的 任 一 向 量 组 ,于 是 ， 
ai 可 被 o，aw:，…， az， 线性 表示 。 即 向 量 组 中 每 一 向 量 都 能 被 此 
问 基 组 线性 表示 、 

事实 上 ， 

di =O0m+t + Ou + hat Om,rit +oOr, 

例 5 F'“' 中 的 每 一 向 量 &= (a1，4:，43)， 都 能 被 向 量 维 ; 
El= 10,0)，82= 《0,1,0)， 83 二 0,0,1)， 线性 表示 ; 

= + rs: 十 如 383 : 

例 6 设 o1= (1,2,3)， Qs:= (1,0,2)，as= {2,2,4)， 试 问 8= 
(1,1,1) 能 否 被 xiyeasyts 线性 表示 ? 8 能 否 被 w，aa 线性 表示 ? 

解 看 上 能 将 被 员 ，t2，as 线性 表示 ， 关 键 在 于 是 否 在 数 域 F 
中 个 在 三 个 数 kl，#2，8a 使 

有 = 大 从 + Kt; + Fatrs, 
将 请 和 ai，az， 提 具体 代入 上 式 ， 则 有 
(C111) = ,2,.3)+k(1,0,2) + Ka(2,2,4) 
= (Kit+ Ez t+ 2K3, 2k1 + 2k3, 3 天 + 2k, + dKEs) 

岂 司 量 相 等 的 规定 ， 有 
Kk, + Ks + 2K3=1 
2K1 +2ks=1 (*) 
3K, 十 2K3 + 4ka= 1 

由 上 面 的 推导 可 以 看 出 ， 表 出 8 的 表示 系数 Ki,kz,k3 是 线性 
方程 组 ( * ) 的 解 ) 反 之 ,( "的 解 ,kK3 必 可 作为 8 的 表 出 系数 ， 
将 日 用 eezyes 线性 表示 出 来 ， 

所 以 ， 解 决 8 能 否 被 ciyeayas 线 柱 表示 的 问题 ， 归 结 为 去 解 分 
别 久 easyazyas 的 分 量 为 列 作 为 系数 阵 的 线性 方程 组 ， 此 线性 方程 组 
的 表示 算 隆 ， 恰 由 my，a:，63 了 以 及 有 的 分 量 作 列 组 成 的 。 

解 之 ， 得 (有 了 唯一 解 ， 
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ki= 1， 和 = -1 k= 


所 以 ， 片 可 被 gel，aa，653 线性 表示 ， 
下 面 来 加 管 8 能 理 被 cr， 线性 表示 。 
若 B= Ka+ko 
将 8 ，wy，as 具体 代入 上 式 ， 得 ， 
C11,17=K(t1,2,3) + ktl ,0,2) 
= (K+ Kk, 2kKi, 3 大 + 2K2) 
由 了 癌 量 相等 ， 得 到 
Ki+k=1 
2k!: =1 
3ki1+ 2kK;= 1 
但 上 面 的 线性 方程 组 无 解 ， 所 以 8 不 能 被 81，a; 强 性 表示 ， 
例 7 零 向 晤 能 被 任意 一 组 向 量 ma ，cz，…，a, 线性 表示 。 
这 是 因为 ，8= 0al +0as+…T0Oa:。 
现在 ， 我 们 进一步 看 -- 下 ， 用 一 组 疝 量 去 表示 零 向 量 时 ， 除 了 
上 述 的 表示 系数 都 取 0 这 种 表 法 外 ， 还 有 没有 其 它 表 示 方 法 。 
就 例 6 中 的 问 量 zi，es，os 来 说 ， 如 果 有 
= Ea + Ka 十 Kats 
将 ai，az， 的 具体 代入 上 式 ， 得 
(O00.0) = KET 2,.3) TE] ,0,2) + ka(2,2,4) 
= (Ki 十 X + 2ka, 2kK1 + 2k3, 3k1+ 2kz + dka) 
于 是 有 
| Ki + C+ 2K3 = 用 
281 + 283 = 站 
| 3K1 十 2KEr 十 KE3 = 站 
解 之 得 ， 大 = 天 = 天 3 = 人 
由 此 得 到 ， 等 向 量 8 被 x;,，98;，ts 线性 表 了 未 时， 表示 系数 只 能 
都 取 浊 、 
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我 们 再 取 一 -组 向 量 ; B= (1,2,3)， 有 =( 一 1， 2 一 3)， 有 = 
《0 一 2.0)。 

首先 ， 零 向 量 8 被 B，B.， 记 线性 表示 ,可 取 0 作为 表示 系数 : 
8=08,+08 .+08;. 

其 次 ， 对 向 量 组 B，B1:，Bs 来 说 ， 线 性 表示 堆 向 量 的 办 法 还 有 
很 多 。 比 如 

9-=Bi+B+289， 6=28i+283+485，8= 3 有 
+ 二 BrB， 等 等 。 

从 工 述 可 以 看 出 : 例 6 中 的 向 量 组 wr，wa，2s 种 上述 的 向 量 组 
有，B，Bs 在 表示 零 向 重 了 时， 就 其 玫 法 来 看 ， 前 首 除了 表示 系数 全 
取 0 就 别 无 其 它 方法 ， 即 ， 只 有 表 出 系数 全 为 0 时 ， 它 才能 表 出 零 
阿 量 。 和 后 一 维 向 晶 房 ，8，8 则 不 然 ， 岩 出 零 器 量 的 霄 出 系数 可 
以 不 全 了 到. 

其 实 ， 疝 量 组 在 线性 才 出 零 向 量 上 的 这 种 甘 异 ， 就 最 简单 的 情 
况 ， 即 对 一 个 向 量 来 说 ， 就 能 看 得 出 来 . 

事实 上 ， 当 w=98， 有; 6=ka， 为 任意 的 数 ， 这 说 明 ， 用 任 
意 数 上 作 表 出 系数 ，e 都 能 表 出 零 向 量 ， 

当 ga 三 8 时， 有: 只 要 KK 二 0， 则 Xes 反 8。 这 说 明 ， 只 有 炒 出 系 
数 是 0 时 才能 未 出 零 向 量 ， 

由 此 可 知 ， 任 意 一 组 向 量 都 能 线性 表 出 零 向 量 ， 但 天 出 的 可 能 
性 有 大 、 小 的 区 别 ， 即 有 的 除了 系数 全 取 人 之 外 ， 还 可 以 用 不 全 为 
0 的 数 作 表 出 系数 ， 把 零 向 量 表示 出 来 ， 有 的 只 有 系数 全 为 0 才能 
表 出 零 向 量 ， 

这 种 括 别 是 由 向 晤 组 本 身 内 部 关系 所 决定 的 ， 是 向 其 组 本 质 祝 
性 的 一 种 反映 。 对 此 ， 我 们 引出 重要 的 

定义 4 向量 空间 人 的 一 组 向 量 w,，anz，…，a:， 如 果 能 用 一 
组 不 全 为 0 的 数 有， 及，…， 大, 作 系 数 ， 线 性 表 出 零 问 量 ， 


OK tT ki+ +h, 
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则 称 向 量 组 wc,，c:，…，a: 线性 相关 。 如 果 只 能 由 0 作 系 数 才能 线 
性 表 出 零 身 量 ， 即 
Kigr t+ Rama t+ + Rr, = 
局 贫 KE = Ky = K, = 10, 则 称 问 量 组 i， 8 人 : 线性 无 
关 ， 
例 8 只 由 一 个 向 量 & 组 成 的 向 量 组 线性 相关 ， 必 要 而 且 只 有 娶 


|| 
< 
晶 


例 9 含 两 个 向 量 的 向 量 组 e 与 及 线性 相关 ， 必 要 而 且 只 要 
号 有 8 成 比例 ; 
ok 或 B= ka, 
实 上 ， 车 g 与 8 成 比例 ， a =kB8， 则 有 
a—-kB=60, 即 1.at+(-k)B=0 
所 以 ，e 与 B 线 性 相关 ， 
反之 , 落 & 与 8 线性 相关 ， 则 有 不 全 为 0 的 丽 个 数 ， ja 与 js 
使 ， 
Kr + k= 
因 k:，Kks 不 全 为 6， 不 妨 假定 hu 入 09， 用 一 一 乘 上 式 ， 则 得 ， 


人 疮 十 b=. 
~ Kk 4 
上 式 两 端 同 加 上 向 量 -( -8 )， 风 得 ， 
a=kB， 此 处 ，k= - - 亡 -， 
即 & 与 8 成 比例 ， 


例 19 ”讨论 向 量 组 : w= (1,0, 一 1),a2=(-1,2,3),ai= (1,2， 
1) 的 线性 相关 性 . 
解 ” 按 定义 ,判断 a1,4;,03 是 否 线 性 相关 ， 只 需 看 是 否 有 不 全 
为 0 的 数 Ki，ks，k3 全 
Ka t+ Kms 十 克 303 =# (1) 


5 总 


把 CI，w，gs 具体 代入 上 式 ， 便 有 : 
ki(l,0, ~—1)+kt—1,2,3)+ka(l,2,1) = (0,0,0) 
.整理 之 ， 得 到 
(Kr — Ks + Ks, 2K2 + ks — Kt dR2t Ka) = (0,0,0) 
由 向 量 相 等 定义 ， 风 有 
| 
2k; + 2k3= 人 0 (2) 
| — K+ SK + Ks = 人 0 
到 此 可 知 ， 存 在 不 全 为 0 的 数 Ki ，Kkz，ks 使 (1) 成 立 ， 必 村 
而 且 只 要 齐 次 线性 方程 组 (2)》 有 非 0 解 ， 
因为 《2) 的 系数 行列 式 


1 -1 1 
0 22.=0 
-1 31| 


所 以 ，《2》 有 非 0 解 ， 从 而 存在 不 全 为 0 的 数 如 ，k， 陪 【 奴 
《2) 的 非 9 解 ) 使 (1) 成立. 所 以 ，a，ea，o 线性 相关 ， 
例 11 证 贿 ; 8&1= 10 0)，84 = (0,1y0) ,en = 050， 
1) 线性 无 关 。 
证 明 车 
Kier t+ Ker + +'+ + Ken = 
去 证 : kK， Ki ， 必须 全 等 于 0， 
将 Ee1:，e1，…:，8， 具体 代入 上 式 ， 则 得 
ktl, 0， O00 + hz 01 rr, OF r+R (Od, :1)= 
(0,0,.… ,0) 即 
(ki kzs "skn) = (0,0, .0) 
所 以 有 
=0, k=0, ,Kr =O, 
于 起 ， 根 据 定 义 ，81，f2:，…，z， 线性 无 关 ， 
下 面 指 雪线 性 表示 与 线性 相关 这 两 个 基本 概念 的 重要 联系 ， 
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定理 1 向量 组 w，a，…，w; {32>2) 线性 相关， 必要 而 且 只 
要 ai:，cwz，…，5: 中 至 少 有 一 个 向 量 可 被 其 余 向 量 线 性 表示 ， 
证 明 ” 先 证 必要 性 。 假设 ，e1，4;:，-…，0; 线性 相关 ， 于 是 有 
不 全 为 0 的 个 数 &，Kka，…， 无 : 使 
无 1: 十 所 :站 十 十 在。 将， 一 站 
成 立 .。 因为 ， KyKzy… gk 水 全 为 0 ， 设 下 , 关 0， 则 将 Ka， 移 到 等 
式 另 一 端 〈 即 两 端 间 加 以 -Ka ), 则 有 


一 六,G， 加 Ke 十 td 十 世 ， 1 让 1 +1 十 十 丰 , 巡 ， 


用 - -二 乘 上 式 两 端 ， 阳 得 


必要 性 得 证 . 
再 证 充分 性 . 假设 ，a:，a，…，C， 中 至 少 有 一 向 量 可 被 其 佘 
问 量 线性 表示 ， 不 配 设 a, 可 被 其 余 向 量 ， Qj; 0 eit 
…， 线性 类 示 。 则 有 
a =a tn hk; a Ratko, 
成 立 。 将 e, 移 到 上 式 右 端 (到 在 两 端 同 加 以 -4;》， 基 得 ， 
=Eet tk oi +t—lo,+kyait: +KE,n, 
十 式 表 明 ，e，…，c: 线性 相关 ， 
定理 ] 中 只 说 ， 至 少 有 有 一个， 但 并 没 说 具体 是 那 一 个 能 被 其 余 
的 向 量 线 狂 表 示 。 不 过 ， 从 证 明 过 程 中 看 出 ， 吉 出 零 向 量 的 表示 系 
数 到 ,二 0 时 则 ga; 就 能 被 其 余 河 量 线 性 表示 . 
定理 2 落 向 量 维 na，0z，…*，E， 线 性 无 关 ， 添 加 向 量 请 后 
所 得 的 向 量 组 ，m，…，C， 线性 相关 时 ， 则 B 可 被 ww，;， 
…，Qa: 线 性 表示 , 
换言之 ， 和 车 gu 0as"*， 3 及 线性 相关 ， 去 掉 月 后 其 余 向 量 ， 
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fy C2 *'"y &; 线 性 无 关 时 ， 则 上 可 被 G2 3 线性 表示 ， 
证 明 因为 qr， 0z， …，0:， 有 线性 相关 ， 所 以 有 s+1 个 不 
全 为 全 的 数 Ki，K2，**， 玉 ; ， 到 使 
Kigit+ Ratts t+ :+ + ka, + KB=0 
要 证 8 可 被 ai， fy "9 妇 : 线性 表示 ， 只 须 证 明 ， 上 式 中 的 
K 二 六 即 可 . 
用 反 证 法 。 车 天 =0， 则 因 Xki，Ks，…， 六 ;， 友 不 全 为 0 ， 所 以 
有 ; ki， Kz，…， ,是 s 个 不 全 为 0 的 数 。 而且 
kia t+ Km t :+k am: t KB=0 
可 写 为 ; 
Ket+ kat" +k,a: = 
因 #，K2，…， 友 :不 全 为 0 ， 所 以 al， 0"… 8; 线性 相关 。 与 
题 设 ac:，as，…，a: 线性 无 关 析 刻 盾 。 从 而 党 有 kK 站 0。 于 是 得 到 ， 
B=(- -or 人 ) ma+ .+( )a.. 
即 ，8 可 被 ry，g:，…，a, 线 人 性 表示 ， 
定义 5 ” 设 了 是 向 量 空间 人 V 的 性 意 一 组 向 量 所 组 成 的 子 集 (可 
以 含有 无 穷 多 个 和 阅 量 ) 而 gei，zs，…， 是 了 中 + 个 辐 量 ， 如 果 
《1t) qi，Gz，*…， 0 线性 无 关 : 
(2 ) 对 于 5 中 每 一 向 量 8, i， ty， 0， 8 都 线性 相 
关 ; 
则 称 向 量 组 xi，zz，…，a， 为 5 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
例 12 设 S={fe， 即 3 只 含 一 个 向 量  。 当 zs6 时 ,ea 就 是 $ 
的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 当 e=8 时 ，8 没 有 极 天 线性 无 关 组 ， 
例 13 设 向 量 组 
gi= (1,0,—1) 
t=(—1,2,3) 
t= (1, 2, 1» 
办 为 
号 让 


C1) ea ea 钱 铂 无 关 《与 wi 不 成 比例 》 

《2) or， tz， Wy 线性 相关 “〈 由 本 节 例 10) 

所 以 ， 由 定义 5 ，ai，ws 是 向 量 组 gil，aa，om 的 极 大 线性 无 基 
组 ， 

经 过 验证 ， 可 知 ， 03， 上 与 G2，t3 也 都 是 gi，62， a3 的 极 
大 线性 无 关 组 。 

此 例 说 明 ， 铅 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 可 能 不 只 一 个 ， 

例 14 si=(10，…0)， ezs= (0,1, ,0), +, en=( 0:0， 
1 是 下 ”的 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 

《1) Bl，E1， gw 线性 无 美 〈 由 酌 117 3 

《2) 对 于 F "中 任 一 癌 量 8，8B 可 被 es ，gz，…，8 线性 央 
示 。 所以，a1，E2，…， r+， 上 8B 线性 相关 ， 

玻 而 ，&1，E2，"…"， EB, 为 F'” 的 一 个 极 大 线 福 无 关 继 ， 

命题 1 任意 有 限 个 不 全 为 0 的 向 量 Gj，&:，…，&, 所 组 成 
的 向 量 组 ， 必 有 极 大 线性 无 关 组 ， 

证 明 从 ar， az，…， an 中 第 一 个 向 量 看 起 ， 若 wi 二 9， 则 on 
线性 无 关 ; 着 wu=9 则 如 线性 相关 ， 去 掉 ci， 继 续 考虑 ea。 

假定 ，Q: ,，…，e;， 线 性 无 关 ， 考 虑 向 量 组 ，&，，.…，a，， 
&; ,+， 是 否 线性 相关 、 如 果 线 性 无 关 ， 在 此 基础 上 下 添加 下 一 个 向 
其 4, ,+;， 继 续 现 察 4a，，…， Qi ， Ga; + 0 ,+1 是 否 线 性 无 关 . 
如 果 ， zi 9 28i + 线性 相关 ， 就 去 掉 zj，+， ， 然 后 添加 
Qi ,+ 继续 观 究 + 在线 性 无 关 。 这样 继续 作 
下 去 ， 作 到 有 限 步 后 ， 即 可 得 到 一 组 线性 无 关 的 向 量 组 a，，…， 
Ri» 
由 上 述 的 作法 ， 可 知 从 向 量 组 gi，ay，…:，a。 中 任 联 问 景 &;， 
则 向 量 组 ， a, ，…&;,，&, 线性 相关 ， 

所 以 ,gi ， "Wi, 为 向 量 组 1，…，& 的 极 大 线性 无 关 组 ， 

从 上 述 命题 的 证 明 过 程 中 ,本 以 看 出 ， 向 量 组 wy，…，a 当中 
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任意 一 部 分 线性 无 关 指 向 最 组 ， 都 可 以 扩充 为 m，…，en 的 一 个 极 
大 线性 无 关 组 ， 

命题 2 设 $ 是 向 量 空 间 中 的 子 集 。3 中 的 向 量 组 t，&z， 
…，， 是 宁 的 柜 大 线性 无 关 组 ， 必 要 而 且 只 要 中 每 一 向 县 都 能 
被 外，Qz，…，& i 唯一 地 线性 表示 . 

证 明 ”人 先 证 必要 性 , 设 gi，…，&， 是 S 的 一 个 极 大 线性 元 头 
组 ， 则 对 于 有 中 任 一 向 量 请 ,由 定 光 5， Wis Hys 9,， 卢 线性 相 
关 。 于 十， 由 定理 2 ， 有 可 被 aiyaz， …， 立 线性 表示 ，8= KG + 
天 3 二 二 

此 外 苦 还 有 另外 的 表示 方法 ， 有 =Kar+kagz+ +g,, 

于 是 有 : 

B= {kK — ki ot+ (Ka — Ra’ Ba 十 + (ks, 一 起 :De 

但 已 知 my，8:，…，&8， 是 极 大 线性 无 关 组 ， 所 以 上 式 成 立 必 
须 ; k, -8 =0 i=1, 2，"…，t, 

BBB, ki =k, i=1, 2, -+t, 

这 就 是 说 ，5S 中 任 一 向 量 可 被 它 的 极 大 线性 无 关 组 上 唯 一 地 线性 
表示 。 

其 次 证 明 充 分 性 ， 假 定 c:，cz，…，w, 能 把 S 中 的 每 一 向 量 
了 唯一 地 线性 表示 。 先 证 ，ei，ea， 站 线性 无 关 ， 

若 q1，Q，… st 线性 相关 ， 则 有 不 全 为 和 的 上 个 数 Ki，Ks， 
“es ,全 

Kd tt Kats t+ :+ Ke,=# 
因为 ， 所 ，K;，…，K, 中 必 有 不 等 于 0 的 数 ， 不 妨 设 为 让, 夺 0。 
于 十， 由 
Ci = Oat la tOar t+ Oa, 
应 用 上 面 零 向 量 用 a 6 ai 线性 表示 的 关系 式 ， 得 到 ， 
Hi +O=a: = (00 t+ Ou +la, TI 二 … 二 和) 
+ Rt rr RE Gi ka tkadrit 


+Ka,) = Kit+ "ti fi + (Ki 十 1)o: 
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十 大 全 ;+ 二 二 站 

因为 ,下 ; 夺 0， 所 以 ,+ 1 所 1。 这 与 &; 可 被 ci 2， 瞧 一 地 
线性 表示 相 了 矛盾 ， 故 qa1，…，& ,线性 无 关 . 

其 次 ， 由 于 5S 中 任 一 向 量 8， 都 能 被 gy，a2…，Q. 线 性 表示 ， 
所 以 由 定理 1，al，02，*…，G:， 月 线性 相关 。 

综合 上 述 ，qi，@2，"…， 妇 :为 S 的 极 大 线性 无 关 组 ， 

命题 2 说 明了 极 大 线性 无 闫 组 对 一 个 子 集 的 意义 ， 

定理 5 设 向 最 空间 站 的 任意 一 组 向 最: 

Hi1= (Qs Gas ry On) 


tz = C411, rs "'"s tn) 


n= (Ons Omns "rs Onn) 
度 用 这 壤 个 向 量 的 分 量 作 列 组 成 一 个 关 x 纺 矩阵: 


性 11 12 :"" Hn | 


成 二 Q21 22 和 | 
J as ara a 
内 问 量 组 ly Us 9 dn 线性 相关 ， 必要 而 且 只 旨 ， 
rankA<m, 
证 明 为 了 说 明 向 量 组 ec:，az，…，ew 线性 相关 ， 上 内 须 考察 是 
否 有 不 全 为 0 的 m 个 数 1， k2, :Kk, 使 


Ka + km 十 … + ka =0 《 177 


成 立 。 
为 此 ， 将 e， 的 分 其 代 入 《1)' 式 ， 则 得 到 ， 
KG， Ga “7 Bani} tt kis a3 人 
tkalarns Qns ‘sy 人 rm 
= 0,0,.,0) 
整理 之 ， 得 到 ， 
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CaK TF AR t+ :+a nk fk 22R2 二“ 
+t onkas ss Orikit ork tt tar kn) 
= 0,0,.",0) 
由 此 得 到 一 个 齐 次 线性 方程 组 : 
{ anki+arzkK +t -+o Kn 二 
dak + ak +a, ,kk, = 
C2)’ 
1 anskytarskst tank, =0 
到 此 可 以 看 册 ， 存 在 不 全 为 0 的 有 个 数 kz 天。 使 (17)7 
成 立 ， 必 要 而 且 只 要 齐 次 线性 方程 组 《2 )”′ 有 非 6 解 大 8 
Kk,, 
从 而 ，ei，cz，…， gn 线性 相关 ， 当 且 仅 当 以 4 为 系数 阵 的 齐 
次 线性 方程 组 (2 }' 有 非 0 解 . 
但 是 ， (2 ;有 非 0 解 必 要 而 且 只 要 rank4<m， 所 以 ， i， 
0，…，tn 线 性 相关 ， 必 要 而 且 只 要 
rank A im, 
定理 3 得 证 ， 
定理 3 给 出 了 判断 一 组 向 量 wj，a，…，cw 线性 相关 或 线性 
无 关 的 一 个 具体 方法 ， 即 用 每 个 向 量 的 分 量 作 列 组 成 一 个 nxm 害 
阵 4 ， 求 出 抢 阵 和 的 秩 ， 则 向 量 组 wm，o，…，a。 的 线性 相关 性 即 
见 分 晓 ， 车 rank 丰 <m， 则 1,62;…ya。 线性 相关 ， 若 rankA = 六 ， 
则 ci，azz，…，aw 线性 无 关 . 
定理 3 的 重要 意义 主要 在 于 , 它 所 指示 的 一 组 向 量 的 线性 相关 性 
与 分 量 所 组 成 的 矩阵 之 间 的 联系 。 它 为 讨论 向 量 组 的 线 姓 相关 性 的 
一 系列 问题 ， 提 供 了 一 般 方法 一 一 汗 阵 方法 ， 
推论 1 一 组 # 维 向 量 ， g1/，22，-…，a, 如 果 区 守 n， 风 问 量 
组 ql，Qz，"…*，t 必 钱 性 相关 . 
事实 上 ， 邵 果 m 守 nn， 刚 gy， 62 的 分 量 和 矩阵 ， 4= (ai ) 
为 及 Xm 和 抢 阵 ,其 秩 必 小 于 下，rankA<mm 所 以 ， 向 量 组 的 ， 如 ， 


262 


…，enw 线性 相关 ， 

推论 2 任 一 含有 非 零 向 重 的 子 集 4 必 有 极 大 线性 无 关 组 ， 而 
且 3 的 任意 一 组 线性 无 关 向 量 都 能 扩充 为 了 的 一 个 极 大 钱 性 无 关 
组 ， 

事实 上 ， 首 先 任 取 5S 中 的 一 个 非 替 向量 ， 设 为 a/。 如 果 人 5 中 每 
一 回 基 部 能 被 x: 线性 表示 ， 则 a 即 为 5 的 一 个 机 大 线 性 无 关 组 ， 

其 次 ， 如 果 在 中 有 门 晤 不 能 被 x 线性 玫 示 ， 任 取 其 一 , 设 为 
zz。 则 

1) Qt2 线性 无 关 ; 

2) 如 果 5S 中 的 每 一 个 向 量 都 能 被 w，az 线性 表示 , 则 &1，ai， 
即 为 3 的 极 大 线性 无 关 组 ， 

甘 次 ， 如 果 在 5 中 还 有 不 能 被 &j，wa; 线性 表示 的 向 量 ， 尾 取 其 
一 设 为 m3 : 则 

17 ea ez dl 必 线 性 无 关 ， 

2 ) 如 时 5S 中 每 一 个 何 量 都 能 被 gj,，gz，&s 线性 表示 ， 则 ca， 
2， 03 即 为 S 的 极 大 线性 无 关 组 ， 

如 此 继续 作 下 去 ， 因 为 由 推论 1 线性 无 关 的 n 维 向 量 不 能 多 于 
n 个， 所 以 上 述 作法 不 会 无 止境 地 延续 下 去 。 从 而 可 以 断定 ， 按 上 
述 作法 ， 至 多 得 到 个 线性 无 闫 向 量 ciez，…,g， 时 就 终止 ， 因 
此 ， 经 过 有 限 个 步 驰 ， 必 能 找到 5S 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 至 于 推 
论 2 的 第 二 部 分 是 显然 的 ， 

定理 4 设 向 量 组 gj，a1，…，a。 的 分 量 所 组 成 的 算 阵 为 ， 

O11 G11 *'" Oim 


B=| Ml O22 ""* dan 


Rn Tr nm 
则 wx ， 人 2 "sp 的 一 部 分 和 馈 重 gi» 0 ns a 是 它 的 极 大 
线性 无 关 组 ， 必要 而 且 只 要 ci， i rs 所 在 的 列 上 有 有 4 的 
基础 子 式 ， 
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证 明 ” 先 证 必要 性 
设 
Wi, = (ad;,, Cai ww "3 Un} ) 


1 1 


,= (Oi,s diy di,) 


g，= (ai，， 全 2 Ca 
是 G2 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; 则 由 定理 3 可 若 ; Gins 
Qi1,，“…4, ,的 分 量 所 构成 的 矩阵 : 
1 dl ,| 


i 好 Cn 


的 秩 等 于 r+ 。 所 以 ，A1 有 了 阶 子 式 卫 二 0， 显然 ， 卫 在 w&，，D，， 
ti 所 在 的 个 列 上 从而， 了 在 4 中 ci ，ei，…， 9: 所 
在 的 上 个 列 上 ， 
下 面 证 明 ， 嘱 为 上 的 一 个 基础 子 式 ， 为 此 ,只 须 证 ,rank4=r 即 
可 ， 
因为 
Ci = (9i Gis ss Ga 


,a ) 


(i, = Cdr, a 
Qi, = 0s dri,s "ys Gr 
是 向 量 组 41.，4;，*…，4n 的 极 大 线性 无 关 组 ,所 以 每 一 5; 都 能 
被 g; ，a; ，"…， Qi， 线 狂 表示 。 特别 是 ， a ，a;,，…， 5; 以 外 
的 每 个 向 是， 
a) = 0s Ga 9 Os) ji ja, ms i 
都 能 被 46; ，a;,，…，a,, 线性 表示 ，; 
,=ke, thkig;, + +k,d, C*) 


将 &,， His Gigs ry A, 的 分 量 代 入 (*) 式 ， 整理 之 ， 即 得 
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到 ， 
{dis 全 Qs) = {a Kt or Kt +t a , Kr, aa; Ks 
ta 天 十 二 人 Ci Ktan: Kt tans, Kr) 
所 以 有 : 
a1 = kitor: Kt tai, ke 
| Gai =02 kta Kt tasi,k: (ry 


Cri =0ni, Kit dr; Kt toni, kK 
于 是 对 和 4 的 列 作 初等 变换 如 下 : 

把 第 二 列 ， 第 设 列 ，-……， 第 计 列 的 到 信 、-& 借 ，.…， 
-Kk, 异 午 加 到 第 列 上 ， 则 由 () 可知， 和 4 经 过 上 述 列 的 初等 变 
换 所 变 成 的 和 矩阵 B 的 第 i 列 的 元 素 都 等 于 0 。 

因 些 ， 根 据 上 述 ， 可 对 4 的 列 作 初 等 变换 化 为 矩阵 如， 使 召 的 
第 二 ,第 读 ，…，， 第 i 列 与 4 的 相同 ， 除 此 之 外 的 其 它 列 的 元 素 都 
等 于 0 . 

由 于 在 c; ,，&1， …， 6;, 廊 在 的 列 上 有 了 阶 子 式 呈 六 0， 所 以 
矩阵 BB 的 秩 为 + ， 

另 -- 方 面 ， 因 为” iank4 = rank8, 所 以 矩阵 丸 的 秩 等 于 r。 综 
上 所 述 ， 可 知 位 于 e，，c，，…，ai， 所在 的 列 上 的 了 阶 子 式 了 为 
么 的 基础 子 式 。 必 要 性 得 证 . 

其 次 证 明 充 分 性 ， 和 假设 在 Qi» Qi, Qi 所 在 的 列 上 有 上 的 
基础 子 式 ,于 是 

(1) Qi Ci, 的 分 其 所 构成 的 矩阵 的 秩 等 于 r+ ， 世 
以 ga，0,,，"…， Qi, 线性 无 关 ; 
(2 ) 对 于 向 量 组 ww，6z，…， 2 中 任 一 问 量 &; 米 说 ， 当 
j=is， 设 ，…，i， 时 ， 显然 有 
Ci Bi os GC? #i 线性 相关 

当 jsi 时， 则 因 c,，ei，…，&ai，g&i 的 分 量 

矩阵 的 秩 等 于 r ， 所 以 
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fi di ss His Oi 线性 相关 ， 
综 上 所 述 可 知 ， 对 于 ai，gz，…， gw 中 任 一 回 量 zj， ， 总 
Gis Ri i i 是 线性 相关 的 ， 
所 以， gi ， Gis ol， 是 癌 量 组 gt:，02，…san 的 极 大 线 
性 无 关 组 。 充分 性 得 证 ， 
推论 ”车 g/，a:，…，wa。 的 分 量 和 撼 阵 的 特等 于 * 时 ， 则 其 中 任 
意 多 于 上 个 回 量 的 向 量 组 ， 必 线性 担 关 。 
定理 5 室 的 任意 两 个 极 大 线性 无 关 组 所 含 回 景 的 个 数 相 等 ， 
证 明 证 全 gr，…， gr 与 和 有，…， 有 十 s 汪 的 任意 两 个 极 
大 线性 无 关 组 。 把 这 两 个 极 大 线性 无 关 组 放 在 一 起 ， 作 为 一 个 同 量 
组 来 考 碟 ， 
2 0B2 mV Bs Bas rs Bi 《3 
写 出 向 量 组 《3) 的 分 基 所 组 成 的 祭 阵 ; 
ti ED bs 7 be 


| aat Gaz …” ar bal 六 2 2 b,, 


Ga ns Gar be Pas or boas 

其 中 ，@, = (aa os Gr) B= (bi boys oo 和 

i=1,2,. Fy j= 1,2, 

显然 ，Ca，02，…， 名， Bl，Bi:，"…，8B, 也 都 是 癌 量 组 (3) 
的 极 大 线性 无 关 组 。 所以， 由 定理 4 在 它们 各 自 所 在 的 列 上 分 别 都 
有 4 的 基础 于 式 Di 和 DD;。 其 中 Di 应 为 上 阶 子 式 ， 而 D2 则 应 为 t 
院子 式 ， 

但 是 ， 同 一 个 窍 隆 的 基础 子 式 的 阶 数 必须 相等 ， 所 以 r=1。 证 
元 . 

定义 5 # 锥 向 量 集合 4 的 极 大 线性 无 关 组 中 所 含 向 量 的 个 
数 f+ ， 叫 做 向 量 组 3 的 秩 . 

各 SS 只 售 零 问 量 时 ， 规 定 S 的 秩 汶 0 ， 

命题 3 向 最 组 如 ，gz，…，av 的 秩 等 于 ” 必要 而 且 只 要 ， 
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zi1，az，… tn 的 分 量 所 组 成 的 矩阵 的 秩 等 于 7 。 

由 牧 移 定义 和 定 弄 4， 上面 的 命题 是 显然 的 ， 

定理 6 如 果 疝 量 组 B， BB;…,B，( 了) 能 被 向 旱 组 al，wi，*…"， 
a (〔( 工 ) 线 性 表示 ， 则 向 最 组 ( I 7) 的 秩 反 向 量 组 CI) 的 秩 。 

证 明 把 两 个 向 量 组 合 到 一 起 来 考虑 ， 则 向 量 组 ， 

Cy dy rs fs Bs Be, "+ BB CE) 
的 秩 等 于 商量 组 ea，a，…，a， 的 秩 ， 

这 契 因 为 ， 问 量 组 wa，az，…，ax 的 极 大 线性 无 关 组 ， Ui, 
…， 5U:， 能 线性 表示 (上 ) 的 每 个 向 量 ， 

而 有 ，B2，'"…，B， 中 的 极 大 线性 无 关 组 Bi ，、…，8B; ,是 (于) 
的 线性 无 关 向 量 组 ， 故 其 所 含 向 晤 个 数 上 必 不 能 大 于 。 上 好 (TI ) 的 
秩 委 (IT 的 秩 。 

推论 ”等 价 和 启 量 组 的 秩 相 等 . 

上 述 定理 3、4,、 5 完全 解决 了 向 量 空间 V 的 任 一 子 集 S 的 极 大 
线性 无 关 组 的 存在 性 、 含 有 向 量 的 个 数 以 及 求 出 极 大 线性 无 关 组 的 
方法 ， 

定义 6 ”向量 空 间 站 的 极 大 钱 性 无 关 组 叫做 六 的 基底 ， 基 底 中 
所 含 向 时 的 个 数 中 叫做 VV 的 维 数 ， 记 作 ，。dimV = m， 维 数 为 mw 的 向 
时 空间 叫做 妨 维 向 量 空 间 。 零 向 是 所 构成 的 向 量 空间 ， 规 定 其 维 数 
为 0 . 

显然 ，F ”是 nn 维 向 量 宅 间 ， 向 量 给， 

ES1= 1,0,.…,0) 
E32= (0,1,.…,0) 


En= 《0 001) 
是 F "的 一 个 基底 ， 
从 上 面 讨论 中 知道 ， 已 知 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 解 组 成 一 向量 
空间 :叫做 解 空间 . 当 该 齐 次 线性 方程 组 有 非 0 解 时 《 即 其 秩 r<n)， 
现 其 解 空间 一 定 存在 基底 ， 我 们 称 它 为 该 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 
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到 此 ， 线 性 方程 组 理论 的 第 二 方面 的 问题 一 一 解 之 间 的 关系 以 
及 由 此 导出 药 解 的 绪 构 问题 得 到 彻底 解决 。 即 ， 

任 一 齐 次 线性 方程 组 的 每 一 和 解 ， 都 可 琢 为 基础 解 系 中 这 有 限 个 
向 其 cl，as，…，4， 的 线性 组 合 : jiel+8asrz+ …+Kiat， 其 中 欧 
t 是 由 线性 方程 组 本 身 所 决定 的 一 个 数 ， 

另 一 上 方面， 由》 3 定理 知 ， 任 一 非 齐 次 线性 方程 组 和 的 通 解 可 下 
为 ， Yo++g，& 为 其 导出 齐 次 线性 方程 组 的 解 ，y。 为 该 线性 方程 组 
的 一 个 固定 解 。 因此， 进一步 可 得 到 ， 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 可 表 
为 : 

poi ka t Kart+ + ke,, 其 中 Qi az 立 ; 为 丝 非 齐 深 
线性 方程 组 的 导出 齐 次 组 的 基础 解 系 。 

下 面 进一步 给 出 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 的 维 数 和 基础 解 系 的 
求法 ， 

定理 7 设 章 次 线性 方程 组 

让 11X1 + 12X2 十 … Xe 二 0 


OX 十 站 22323 十 …… 十 如 ;站 


(4) 
好 mi 和 十 站 Xi 十 十 站 ax 二 站 
的 系数 阵 
fa 站 12 "" din 
Ac| G2 U22 ''* din 
nL Hn: 2 机 tn 
的 秩 等 于 +， 


则 齐 次 线性 方程 组 《4) 的 解 空间 的 维 数 为 # 一 +， 

证 明 若 tank4 =r=# 时 出 (4)》 只 有 叭 一 的 零 租 ,从 而 
《4) 的 解 空 间 的 维 数 等 于 0 . 但是，n -r=n-n=0， 故 当 r=n 
时 定理 成 立 。 
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若 rankA =f<n 时 ， 下 面 应 用 分 离 系数 法 解 齐 次 方程 组 ( 4 )， 
为 简明 起 见 ， 设 和 4 经 过 行 的 初等 变换 所 化 向 的 了 B 型 阵 为 下 面 的 


特殊 形式 ， 
1 Cir+l *" C1 \ 
1 C1 十 | ER 心 2 lL 


“ ] Crrirl ”Crna 


Wy 
1 


0 OD 0 0 | 
则 齐 次 方程 组 《4 ) 与 以 B 为 系数 阵 的 齐 次 方程 组 ， 
Xl 十 Ci rrrtit :+cCXr 二 人 0 


2 te r++ 十 "+ 十 Cr 二 


加 十 Ri 和 二 1 + "Cr nin 汪 作 


Ox = 0 
和 xn 一身 
同和 解 . 所 以 ，《〈4)》 的 通 解 为 ， 
区 ] 二 一 r 十 这 1 一 “一 Cnftrr 
Xi 二 —? + +It1 一 rr— Ct r 
Nr 人 rrriT Cr nfer Cd) 
区 rr+1 i 
,rt 二 Fn 


记 用 通 解 公式 找 出 (4) 的 nr 个 和 解 如 下 : 

在 (C407, 中 ， 令 下， try “9 Fe 分 天 取 下 列 nr 组 慎 ; 
t=1, t=0, *, tf， 一作 
ti=0, t= 1 1*, tn-: = 
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ti =0, ta=0 oo ts-:=1] 
则 得 到 《〔《4 的 -rr 个 解 : 
= ert or 一 10 0) 
i= (ert 一 ra oo er 0 0 
Qnr Cn cn 0 人 0 1) 
下 面 证 明 ， ai，g，…，a ， 为 《4) 的 基础 解 系 ， 
(1)》 显然 6，ar，…，ae-， 的 分 量 乞 阵 的 秩 等 于 hn 一 x， 
所 以 er，o，…，Q&-， 线 性 无 尖 ; 
(2 ) 其 次 征明， 对 于 (4 的 任 一 解 ， 
请 《crHt 一 Cr+ttz 一 一 iagr yy 一 CHti 一 Cazr+ata 一 人 
人 Canfte yy 一 人 ty 
gl，&z，， …， 卢 线 性 相关 ， 
因为 ， 
B=tiR +tadrt tt dn 
有 所以， wi， G2，:…，。 Qs-:。 上 8 线性 相关 ， 
综合 上 述 ，6i，ow，…， tw-， 为 《4) 的 基础 解 系 ,从 而 得 
到 ， (4) 的 解 空间 的 维 数 等 于 站 -~r。 定 理 证 完 ， 
上 述 定 理 ?7 不 但 解 次 了 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 的 维 数 问题 ， 
而 且 它 的 具体 证 明 过 程 就 是 具体 求 出 基础 解 系 的 方法 ， 
由 3 3 的 定理 进一步 有 
算 理 8 设 线 性 方程 组 
11X1 +TAX1+ + :X= bi 


11 二 Hz2N2 十 "十 自 ; Xn = Ba 《5 


吕 w 1 其 On XI "Tann Xn = Db, 
的 秩 等 于 + ， 则 (5) 的 通 解 可 只 为 : 


Vet ket kagzt 十 了 5 (5)7 


ki， …，K,_， 为 数 域 下 中 任意 数 ， yo 为 《5) 的 任意 
一 个 同 定 解 ， ai ， 妇 ，…，&- 为 《57》 的 导出 齐 次 组 的 基础 解 
系 ， 
定理 8 宸 明 ， 求 一 般 线 性 方程 组 的 通 解 ， 可 分 为 两 个 步骤 ， 先 
求 得 一 个 解 ys， 然后 再 去 求 导出 齐 次 组 的 一 个 基础 解 系 . 但 是 这 两 
个 步骤 在 具体 作 的 时 候 ， 可 以 结合 起 来 进行 。 这 一 点 从 直面 的 例题 
中 即 可 看 出 。 
例 15 求 线性 方程 组 
X11 A + 2X4 二 站 
SX1+ LX2— Xa3+ Xa= 1 (6) 
2X1TSX XI3— XxX4—= 1 


XlT a Xi- 3xX14= 1 


的 通 解 ， 并 表 成 (5) 7 的 形式 ， 

解 ” 这 个 线性 方程 组 我 们 已 经 解 过 ， 现 在 用 它 来 说 明 求 线性 方 
程 组 的 通 解 ((5) “ 形 的 ) 的 主要 步骤 ， 

1) 用 分 离 系数 法 求 出 道 解 表述 式 ， 

2) 求 出 6) 的 一 个 固定 解 yos 

3 ) 求 出 (6) 的 导出 齐 次 组 的 一 个 基础 解 系 ， 

先 作 第 一 步 ， 写 出 方程 组 《6 )》 的 表示 上 矩阵， 然后 对 行 作 初等 
变换 ， 把 系数 阵 祖 应 的 部 分 化 简 为 B 型 阵 ， 


i 1 1 0 2 0 
加 3 2 -1 1 1] Pia(—3),Pat —2),P( om 1) 
4=| 3-1-11| 加 四 
\ 4 一 1 -3 1 
1 一 1 9 2 了 
0 -1 -5 1 | oD 
0 5 -1 -5 1 
0 5-1-51)| 
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1 -1 2 10 
0 #5 ~-1 -5 1 .Dt—1) 
0 0 0 00 ™ 
0 0 ih 0 DO) 
1 -1 8 2 9 
0 -5 15 -1|-_B 
0 0 0 0 | 
0 0 人 9 
以 B 为 表示 算 阵 的 线性 方程 组 为 ， 
区 1 一 区 2 t+ 2X4 三 人 D 
一 5X3 十 Xa tSxa=— 1 (6)’ 
Ox = 人 0 
Dx = 人 0 
字 是 (6) 7 的 ， 即 6) 的 通 解 公式 为 : 
X1= 123— 2t4 
xa= Dfta— Hfa— 1 (7) 
Xz 一 t2 
d= 1 


其 次 , 求 硬 《56》 的 一 个 固定 解 。 在 《7?》 中 令 
t=0，tt=0 得 到 
1 三 人 1 
了 即 ?o= (0,0, 一 1,0) 为 ‘6 ) 的 一 个 固定 解 ， 
最 后 求 出 “6 ) 的 导出 齐 识 组 的 一 个 基础 解 系 。 
由 于 〈6) 的 导出 齐 次 组 的 系数 阵 即 为 对 应 它 的 非 齐 次 线性 方 
程 组 的 系数 阵 ， 所 以 把 《6 ) 的 通 解 公式 中 的 常数 项 都 用 0 替换 ， 
即 得 到 《5 》 的 导出 齐 次 组 的 通 解 公式 ， 
四 为 系数 阵 的 秩 等 于 2 ,所 以 《67) 的 学 出 齐 次 组 的 基础 解 系 含 
两 个 向 量 ， 求 之 如 下 。 
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在 XxX1i= ts — 2 
x3 = Bt ~— Bfa 
X21 二 ta 
Xd 14 
中 盆 别 令 ，t=1， =0; 在 = ，t4= 1， 册 得 (6) 的 导出 齐 次 组 
的 基础 解 系 : 
= 1,1,50), r= (2,0,—3,1)» 
国 此 ，《61) 的 通 解 为 ， 
pot ka + Km = 050， 一 07 二 REICL 3 507 二 
ka(— 2,0,— 5,1) 
其 中 ，K1，Kz 为 数 域 F 中 任意 数 ， 


练习 
t+。 试 求 下 式 中 的 向 量 = : 


Ci) = 一 261+Ca as 
(C2) 3m ae)+2t0 +o)=5(0+ te) 
其 中 ， a= (2,5,1,3), gz= (10,1,35,10), @3= (1.1, -1,1) 
2， 涧 浙 闻 量 8 能 否 被 a;:，9;，a3，c 线性 表示 ， 如 果 能 ， 求 
其 天 示 系 数 ， 
C1 B=(1,2,1,1), a = (1,1,1,1), t= (1 1 一 1 一 1)， 
a3= {1, -1,1,—1), a= {1,—1,—1,1)., 
C20B= (0,0,0,1), qair= {1,1,0,1), qi= {2,1,3,1) 
oa3= (110,0), t= (0,1,—1,—1)., 
3。 状 斯 下 列 向 量 组 的 线性 相关 性 ， 
{Tm = (1,1,1), a2= (1,2,3), 3= (1 ,3,6) 
(C281= (1, — 1,2,4), a= {0,3,1,2), 
Ha= 30.7,4), oa<= C1,—1,2,0) 
4 。 设 向 量 组 gy，42，*…，98s。( 1) 如 果 存 罕 mr 个 全 为 和 的 


273 


烙 K1， kz es Kn 使 得 
Kat+ ka 十 + kan -8 
成 立 ， 问 wy， G1，…， Gn 是 否 线 性 无 关 ? 
《2》 如 果 任 何 一 组 不 全 为 0 的 数 Kz ok。 使 得 ，Kea 
+ Rtz + 十 大 om TH, Tar, Sis “On 是 否 线 性 无 关 ? 
5。 设 byazy rr On 和 Bl, Bis "Bn 是 两 个 # 纵 阿 重组 。 如 条 
Kio 十 天 302 +t "+ knon t RBL+ RB2+ "* tkaBn=0 
六 须 0， Kz=0， '"， Kk, = 人 ， 试 间 2 Qn Pr， Bn 
是 否 一 定 线性 无 关 ? 如 果 不 一 定 试 举 出 一 反例 说 明之 ， 
6。 汰 断 下 列 命题 真 伪 性 ， 
C1) 炎 dz 9 如 线性 无 关 ， Bi Pa,", 及 也 线性 无 
关 时 ， Mie,y G2 £3 Ors Bis Bas ", 请 ,也 线性 无 关 。 
(2 ) 车 虽 ，a，…，a: 与 B，B，…，8， 都 组 性 相关 时 ， 风 
tiy gz， 及 也 线性 相关 ， 
7。 如果 一 个 向 重组 线性 相关 ， 是 否 每 一 向 量 都 可 被 其 余 癌 量 
线性 表示 ， 为 什么 ? 
3。 若 向量 组 ， 
t= (a G12 7 dik) 


如 = (O21s iis "3 qi) 


,= Ad ys Ork) 
线性 无 关 ， 风 向 量 组 ， 
Hi = CO 2 rs Oks ktis Qa) 


i= CA Oary +s Crt Crttls "3 dn) 


qi = Gris ai oo res artrir on Ors) 
也 线 狂 无 关 。 车 qt， mt，…， 6， 线性 相关 ， 是 否 四 ，om，…，o， 
也 线性 相关 ? 
9。 设 向 量 组 ; y= (1 一 1,2,4)，G2 = (0,3,1,2)， 


2 二 


ta= (0,031,2), ma= (1,2,3,6), as = (0,3,2,4) 
试 求 riy Css Gas tds Cs 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
1 0。 设 向 量 组 ; ls dls "rs ms Bs 月 ， “ A. 以 及 d= ai 


一 和， = 一 的 秩 分 别 为 ri， Tz 入。 
证 明 : (1) pp C2Y rariitr; C37) rr re 
11, 设 矩阵 

O11 dz *** Hs bi: bla … Bin 


A=|g os … Hn |, B=|Bs, bas … bs 


和 


dni1 Gna "'* nn Pi bs "Dns 
dt + Bi Wz + bia "un 二 和,， 
全 一 sl 二 221 aa + baz """ Qn +h,. 


tb qs + ba, “Onn+ bs 
证 肯 ;， rankC<rankA t+rank8, 
12， 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 。 
(17 x X23+Xat x Xs= 人 0 
2X1 TF XI XI Nut Xs= 人 0 
XI 二 7X2 — DXa— Nu + Hxs = 人 0 
3X1 ~ X22 2XI3+ Nt— Xs = 人 洛 
《2 Xi LX tAXI— Ky+t Xs = 
2X1 十 3 一 2 十 2 一 3X5 二 候 
3X1 ~ ZX2— XI + Xe — Xs =O 
— SX2 + XI3— PX4 + 2Xs = 人 0 
13。 设 gy，c2，ws 是 某 一 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ， 试 问 ， 
Qt 02+0s b+e 是 否 也 是 该 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 。 
14。 求 下 列 方程 组 的 通 和 解 {用 解 向 量 的 结构 形式 岩 达 》，。 
C1)f 2x1t ?XT 3X3+ X= 6 
3X1 十 5X2 十 2X3 十 2X4 二 是 
Xi 十 下 X23 十 3 二 4 二 和 2 
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CO Xi MX2 十 X3 二 XXX5S 二 了 


| Bx + DX2 小 加 十 X4 一 3xXs 二 一 全 
| 3 十 十 Za BXs = 23 
BX + dX2 + XN3 + BXa— Xs = 12 


1 。 设 呵 量 组 :; 
Oi ds ss i rg i qr) 


如 2 = Ld, "ry dar Ts Urs "ss 好 2 (C1) 


机 gs = (dQ, 1» "es Uy a s,s rs, Qny} 
车 同时 交换 上 述 向 量 组 的 第 i 个 和 第 7 了 个 分 节 ， 得 到 向 蜂 组 
a = (dilly “ys Clin sp ls ‘'s 外 


Qi" = {da1, ry Gjs rs M2is "'s 2) {C1) 


ed i ey Oss ds) 
证 明 ， 闯 量 组 ( T 与 癌 量 组 ( 工 ) 的 线性 相关 竹 一 仇 。 即 ， ay 
oz， …，A; 线性 相关 当 且 仅 当 ct， ，…，a :线性 相关 ， 
2。 设 G2; CU: (8 之 2) 线性 无 关 ， 作 线性 组 合 ， 
Bi=atkes, B= ot karsy oy 有 一 让: 十 大 ,人 
证 明 ， Bi， 启 ，…， 8;- ,线性 无 关 。 
3。 若 向 量 组 : cl，ca，…，a:fe 二 的 中 ， 每 个 向 量 , 都 不 能 
被 其 前 - 1 个 向 量 c，…，ai-， 线 性 表示 ， 则 ea，az，…，a: 线 
性 无 关 ， 
4。 设 问 量 组 所 ， 应 ，…， 有 8 可 被 向 量 组 wi，aa，…，w, 线 
性 表示 ， 
月 ;=Qiael 十 站 [人 十 全 填 如 =]1,2,.",5 
车 行列 式 
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| a 2 '* Qs | 


U2 (22 7"* 


| si dss ss 
全 Qi ft 9 ds 也 能 被 向 量 组 8,， Bz '"*, HB, 线性 表示 ， 
5。 设 向 量 组 gsJ，4:，…，a。 线 性 无 关 ， 并 可 被 向 量 组 ， 
Ba，*… ,BB， 线性 表示 ， 则 如，B2，…，B: 也 必 线 性 无 关 ， 
6。 设 向量 组 my，az，…，Qs 的 秩 为 r+ ， 在 其 中 任 取 m 个 同 
重 ，x，,， Gi Ms), 证 明 此 向 量 组 的 秩 居 r+ 让 一 $。 
i, 设 向 量 组 a.， War", ; {《 工 ) 与 向 量 组 让， 有 ze 月 : ( 王 》 
满足 条 件 ; 
Kial + Kaz t+ +sG; = 和 成立， 必要 而 且 只 要 B+ 
kB + "+kB, =8 成 并 . 
证 明 ; 
《1》 光量 组 《1I)》 中 任 一 部 分 向 量 组 gr，ei …"*， Ki 钱 
性 相关 ， 必 要 而 且 只 要 向 量 组 〈 王 ) 中 的 部 分 钢 量 组 ，8，，8i 
…， 有 8,， 线 性 相关 
《2》 向 量 组 (1) 中 任 一 向 量 &,=Kia;, +Kaaiy 十 十 
k,a; ,必要 而 且 只 要 ( 工 ) 中 的 向 量 语 ,= kB; + kBi ,+ 十 无 用。 
8。 设 号 ， 0,7 之 RR) 是 F'" 中 ?个 线性 无 关 向 量 , 证明， 
在 PF'" 中 存在 上 -7r 个 向 量 e,+:，…，w* 使 得 ; 
Cl) BIT 线性 无 关 ， 
(2 ) FE" 中 每 个 向 量 者 能 被 w，…，a,，ar+ …，pu 线性 
表示 。 
9， 著 ti，01，…，Q， 线性 无 关 ， 其 中 
oi = {0 Gily ry Qin) i=1, 2, "> H 
证 明 ， 存在 站 个 数 ， Ki Kzy +» 让 使 得 : 
Kiqit+ katzt+ rr + ker = (C0 sO), co0, 


10, 设 79 为 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 ， 点 1 占 29 **， 是 
a77 


它 的 导出 齐 次 组 的 基础 解 系 。 证明， 
C1 yo Votéi= Yi '**, Vn- = Po+ és: 线性 无 关 ， 
《2 ) 此 非 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 艇 7 可 表 为 : 了 = Koyo + kiy1 


Kot+Rit*: +k:-.=1, 

11. 设 非 齐 次 线性 方程 组 (IT) 和 (IT 的 导出 齐 次 组 分 别 是 
{1 CI), 

1) 车 (LI) 有 和 和解 ， 而 ( 1 了) 与 ( 开 ) 同 解 。 证 明 ; (工人 与 CE) 
也 同 解 : 

《2 ) 车 不 假定 ( 1) 有 解 ,由 ( 了 1) 与 (1 ) 同 解 是 洽 能 推出 ( TI 
与 (上 小 同 解 ? 

(3) 由 ( 了 人 与 (I 工 > 局 解 是 否 能 推出 ( 工 ) 与 ( 工 > 同 解 ? 

12。 证 明 : 线性 方程 组 ， 

TI1X1 十 可 13X3 + +a nx = br 


2X1 + a2X2 + r+ nn = ba 


C1 
Gm XL 十 各 着 二 nn = 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 ， 齐 次 线性 方程 组 ， 
CI 十 如 2192 十 十 在 =1yym 二 收 
G1237 + 2Y2 Tn yn = 0 (2) 
Qe Vi reyt + dnryn 二 个 
芍 每 个 解 《ci，c，…，co) 满 足 条 件 : 
CDi cabst :tenb, = 人 0, 
13。 设 线性 方程 给， 
| aiIX1 + GNX2 + or + dnXn = dt 
A21X1 + 22X23 + "t+ On Xn = 2 (1) 


让 


Qin1 二 和 
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的 秩 为 1， 而 线性 方程 组 ， 


biyxi t+ Paxat+ +h X= C1 
bax 十 Pazxs 十 十 本: 区， = Cs 


[| 


\ bn yxit ba Xz 十 "十 bp. Cm 
无 解 ， 其 系数 阵 B= tb;,) 的 秩 为 疡 ， 证明: 


/di a an Bu Bs nr bis de \ 
| 
221 Haz 7 Hn Pas bz :7 by, dz er 


\ a Qn 加 n+ ba, i pb, 3 “bs dU, Fm 


的 秩 和 志 r+r+1， 
14。 鲜 下 列 线性 方程 给 
(C12) /xit2xXz+ 3X3+ Xa=5 
2x1 + dx 一 Ad 二 上 
— Xi1— 2X2+ 3X3 + x4 4d 
Vi- 2x2~ gx3— Hx4= — 13 
(C2) i dx + Xi X44 二 3 
:一 3x2 一 MX3 二 2 一 二 
2X1+Sxs — X=—1 
3X1 + 3X1— Xs3— 3X4=1 


C3) /2X1— Xt 3x3+ 2 二 必 
dx — xst+ ldxs + 2x4 = 1 
SX1+ 2XR2 + SXa— dxa=1 


4X1 + DX + FX3 一 10 二 光 


‘4 "| 3X1 + 22X23 Xt 2X4=1 
Xi 3X23 十 ZX 二- 2 
| SX1™— dXs 十 dX3 — x= 3 
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《5) Xt X3t Xe X= 1 


Xi 二 Ma 十 十 Xi 二 Xu 二 
Xi 十 wa Xt"+Xa Xe3 
关上 十 2 十 时 由 器 十 加 -1 一 持 


280 


第 一 章 ” 数 的 基础 知识 


【内 容 提 要 】 
一 ”内 容 概述 


本 章 讨 论 了 三 个 问题 ， 数 学 归纳 法 ， 整 数 的 整除 性 ， 数 域 . 

以 自然 数 集 的 归纳 原理 为 根据 引出 了 数学 归纳 法 .这 是 数学 中 
常用 的 有 力 的 数学 证 明 方 法 ， 从 除法 不 能 问题 导出 了 整数 的 整除 概 
念 及 其 基本 性 质 ， 这 给 第 二 章 讨论 多 项 式 的 整除 问题 提供 了 一 个 模 
式 ， 能够 进行 某 种 运算 是 一 个 数 集 的 重要 特性 ， 我 们 把 能 够 进行 四 
则 运算 的 数 集 叫 做 数 域 。 以 下 常用 的 是 晶 ，D,C 三 个 数 域 。 


二 内容 要 点 


本 章 提 出 的 主要 概念 有 

集合 ， 子 集 ， 整除 与 约 数 ， 最 大 公约 数 ; 互 质 ， 质数 ， 合 数 ， 
数 域 . 

主要 结论 有 

当然 数 集 的 归纳 原理 ，a, 5 与 其 大 公约 之 间 的 等 式 关系 : 存在 
UW，UEZ 使 (ob) = quwttwW， 大 公约 的 等 价 性 质 ， 因数 分 解 定理 ， 

主要 方法 有 

数学 归纳 法 ， 畏 转 相 除法 。 
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三 ”基本 妻 求 


要 求 读者 理解 和 掌握 上 面 提 到 的 主要 概念 ， 主 要 结论 和 主要 方 
站 


【内 容 分 析 】 


$ 1 昌 然 数 与 数学 归纳 法 


关于 和 白 然 数 与 数学 归纳 法 可 以 有 各 种 不 同 的 讲法 。 这 里 我 们 的 
讲法 可 以 说 是 彻底 地 从 简 讲 法 。 它 的 特点 大 把 人 们 在 长 期 实践 中 得 
到 的 对 自然 数 集 规律 性 的 认识 松 为 晤 简单 不 过 的 自明 的 事实 一 一 时 
纳 原 理 ， 承 认 下 来 ， 而 不 企图 用 另外 与 之 等 价 的 事实 为 基础 ， 来 证 
朋 归 纳 原理 ,这 一 点 基 读 者 应 当 明 确 的 。 此 外 常见 的 讲法 基 把 最 小 
数 厌 理 , 蝇 然 数 集 的 任 一 不 空子 集 对 都 在 最 小 数 , 做 为 可 证 明 的 结论 
“予以 证 明 。 在 已 证 明 的 最 小 数 原理 的 基础 上 给 出 归纳 原理 的 证 明 。 
这 样 讲法 的 特点 是 理论 严谨 推理 性 强 。 

读者 应 当 注 意 到 ， 第 一 归纳 原理 、 第 二 归纳 点 理 和 和 上面 提 到 的 
最 小 数 了 原理 三 者 是 等 价 的 俞 题 ， 即 承认 当中 一 个 可 以 推出 其 它 丙 
个 另外， 还 有 所 亩 的 有 限 性 原理 ， 对 每 一 个 自然 数 m， 夺 m 的 自 
然 数 怡 好 有 由 个 。 事 实 上 这 个 命 古 与 前 述 三 个 命题 也 是 等 价 的 。 面 
最 小 数 原理 和 通常 就 是 在 这 个 有 限 性 原理 的 基础 上 证 明 的 。 

数学 归纳 法 由 两 个 环节 组 成 ， 即 递 推 起 点 和 递 推 过 程 ， 用 数学 
归纳 法 证 明 问 题 时 二 者 缺 一 不 可 ， 就 是 说 每 一 个 环节 都 必须 其 实 的 
得 到 了 验证， 否则 将 得 不 出 “命题 对 六 丰 的 一 勘 痛 然 数 都 成 立 ” 的 结 
论 。 人 例如， 假设 


1+3+5+ d+ (on 1)=n:+1 
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对 n=k 成 立 , 那 么 我 们 可 以 推出 n=k+1 时 上 式 也 成 立 。 事 实 上 
1 十 全 十 5 十 + C2K— 1)+ (2Kt1) 
=[1t3+t+5+ t {2k—1)I+ (2k+1) 
= kt+1+2k+1 
= (KE+1)?+1, 
有 了 这 个 似乎 真实 的 递 推 过 程 ， 我 们 并 不 能 得 出 上 述 等 式 对 一 切 自 
然 数 都 成 立 的 绪论， 因为 我 们 已 经 证 明了 ， 前 4 个 青 数 的 和 等 于 
mn 而 小 等 于 本 +]。 这 蚌 为 什么 呢 ? 因为 这 个 亿 平 真实 的 递 推 过 程 
根本 没有 任何 一 个 “落脚 点 ”、 即 对 任何 一 个 自然 数 k ， 上 述 的 等 
式 都 不 成 立 。 这 无 异 于 说 上 述 递 扒 过 程 只 不 过 是 个 虚假 的 现象 。 因 
为 出 发 所 就 不 是 真 的 。 所 以 用 数学 归纳 法 做 证 明 时 不 切实 验证 第 一 
个 环节 不 行 ， 即 没有 一 个 弟 推 起 点 是 不 行 的 ，。 
再 如 ， 考 虑 等 式 (n? -5n+5)*=1， 
当 =1 时 ，f(t3-51+5)2= 1 
R=2 时 ，(22 一 52+572= 1 
当 =3 时 ，(37 一 6:3+5)2=1, 
由 此 得 出 上 述 等 式 对 一 切 自 然 数 1 者 成立， 这 个 结论 是 靠不住 的 ， 
其 实 是 错误 的 。 因 为 这 里 没有 一 个 科学 的 递 推 过 程 ， 结 论 只 能 是 该 
等 式 对 1 ，2 ，3 三 个 自然 数 成 立 ， 实 际 上 当 n= 5 时 就 有 
《52 一 5.5+5)2=25 庆 1 
所 以 用 数学 归纳 法 做 证 明 财 不 切实 验证 第 二 个 蒜 节 也 不 行 ， 即 没有 
递 推 过 程 也 是 不 行 的 。 


2 整数 的 整除 性 


本 下 里 ， 整 除 是 个 基本 的 概念 ， 由 它 诱导 出 约 数 、 公 约 数 、 最 
大 公约 数 这 样 一 组 概念 。 与 此 相应 的 ， 我 们 首先 指出 了 整除 的 若干 
简单 性 奈 ， 带 余 除 法 定理 和 捐 转 相 除 法 定理 .这 主要 是 解决 了 求 大 
公约 的 方法 问题 ,在 此 基础 上 ， 我 们 进而 证 明了 关于 大 公约 的 两 条 


283 


重要 结论 ， 大 公约 的 表示 定理 , 即 定理 3 ， 火 公约 的 等 价 性 质 , 即 定 
理 4 前 者 把 a,5 与 其 大 公约 用 等 式 直接 地 联结 起 来 ， 这 个 等 式 
关系 在 大 公约 的 讨论 中 起 着 重要 的 作用 。 后 者 更 加 贴切 地 揭示 出 大 
公约 概念 的 实质 ， 即 大 公约 大 在 何 处 ， 要 求 读者 对 这 两 个 定理 要 熟 
练 掌握 和 加 深 理解 。 

下 面 焉 补充 说 明 几 点 ， 

首先 ， 若 aoW 又 bea， 我 们 就 说 a 与 b 相抵 相伴、 相通 ) 。 整 
除 的 性 质 1 ) 与 2 表明， 站 抵 的 两 个 束 数 有 相同 的 约 数 也 有 相同 
的 倍数 .办 此 在 整除 问题 的 讨论 中 二 者 起 着 相同 的 作用 .而 "与 
相抵 当 且 仅 当 二 者 的 绝对 信 相 等 。 这 样 ， 在 整除 理论 中 绝对 人 相同 
的 整数 起 着 相同 的 作用 ， 可 以 不 加 区 出 。 因 此 只 对 非 负 整数 讨论 芭 
除 问题 就 足够 了 。 进 而 ， 非 负 整数 当中 的 9 ， 由 性 质 5 ， 它 是 任何 
整数 的 倍数 ， 除 了 它 本 身 以 外 不 是 任何 整数 的 约 数 。 这 表明 对 整除 
问题 来 说 ， 0 这 个 数 极其 平凡 ， 故 而 可 以 略 去 不 计 ， 因 此 整除 问 是 
完全 可 以 局 限 在 白 然 数 集 的 范围 内 来 讨论 . 

其 次 ， 定 义 大 公约 时 明确 恨 制 a 与 b 不 全 为 6。 这 为 什么 ? 原 
因 很 简单 ， 因 为 按照 大 公约 的 定义 ， 当 a= 0，b= 0 时 ， 每 一 个 整 
数 都 是 a 与 5 的 公约 数 ， 从 而 在 公约 数 中 没有 最 大 的 ， 所 以 傅 个 都 
是 0 的 整 匆 最 大 公约 数 不 存 在 。 因 此 在 规定 天 公约 的 类 念 时 ， 一 开 
始 就 不 考虑 两 个 数 都 是 0 的 情形 但 是 前 边 提 到 的 大 公约 的 等 价 性 
质 使 我 们 对 大 公约 的 概念 有 了 更 加 贴切 的 理解 ， 依 据 这 种 理解 来 规 
定 大 公约 的 概念 时 ， 对 于 两 个 都 是 0 的 整数 也 不 例外 ， 问 样 也 有 大 
公约 ， 其 实 0 就 是 ， 即 (0，0) = 0， 

最 后 ，0\0 有 意义 但 全 不 许 写 .为 什么 ? 我 们 知道 ， 前 者 是 整 
除 的 意思 ， 后 者 是 除法 的 符号 ， 整除， 在 定义 时 对 任 二 整数 a 与 
b 同样 看 待 ， 对 当中 的 每 一 个 都 没有 限制 ， 而 考虑 除法 时 ， 则 必须 
限制 除数 b 二 0， 换 句 话 说， 考虑 除法 问题 时 一 开始 就 去 挤 除 烙 等 
于 0 的 情形 . 道理 何在 呢 ? 可 以 这 禅 看， 所谓 可 以 进行 除法 必要 而 
且 只 要 对 于 任意 两 个 数 "与 5 ， 以 b 除 6 都 有 唯一 的 元 9 ， 使 a= 
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bg， 可 是 这 在 以 0 散 除 数 时 是 很 本 办 不 到 的 。 例 如 当 a<0，pb=0 
时 ， 不 存在 9 使 f=bqg， 所 以 b 除 a 不 天 在 商 ; 而 当 ce=0，b=0 
这 ,使 a= bg 成 立 的 @ 不 只 一 个 ， 即 p 除 a 的 商 不 是 唯一 的 ， 这 
样 对 于 根本 办 不 到 的 事情 只 好 放弃 要 求 ， 在 讨论 除法 河 题 时 不 让 
做 除数 。 


$ 5 因数 分 解 定 理 


本 革 具 讲 了 因数 分 解 定理 一 个 问题 ， 其 中 质数 是 个 基本 概念， 
此 外 定理 的 证 明 方 法 个 是 可 以 强调 的 ， 这 在 正文 中 已 有 所 阐明 这 里 
就 不 再 效 述 了 、 

下 面 补 充 说 明 一 个 问题 ， 我 们 曾经 指出 过 这 样 的 看 法 ， 由 于 绝 
对 值 想 同 的 整数 有 相 启 的 约 数 也 有 相同 的 倍数 ， 因 此 在 讨论 与 约 数 
有 关 的 问题 时 可 以 员 局 限 在 非 负 整数 范围 内 来 进行 然而 在 规定 质 

、 合 数 的 概念 时 只 对 > 1 的 整数 做 了 定义 ， 却 把 0 与 1 这 次 个 非 
负 整 数 排除 在 外 。 诚 然 ， 大 家 早 己 知道 1 既 不 算是 质数 也 不 是 合 
数 ，0 也 如 此 。 对 此 我 们 试 做 以 下 分 析 。 

首先 ，、 按 正文 中 关于 质数 、 合 数 的 定义 性 质 来 看 一 下 1 与 0 这 
两 个 数 ， 

显而易见 ，1 只 有 1 与 其 本 身 是 它 的 约 数 ， 而 0 除 1 与 其 本 身 
之 外 应 有 其 它 的 约 数 ， 因 为 任何 整数 都 是 0 的 约 数 。 这样 ， 按 理 似 
平 应 当 承 认 1 是 质数 ，0 是 合 数 . 

其 次 ， 如 果 我 们 承认 0 是 合 数 ， 那 么 显然 这 个 合 数 0 不 能 分 解 
成 质数 之 积 的 形式 ， 于 是 由 于 多 了 这 样 一 个 合 数 ， 丁 数 分 解 定理 的 
前 一 部 分 ， 分 解 的 可 能 性 被 破坏 了 。 如 果 承 认 1 是 质数 ， 那 么 每 一 
个 整数 的 分 解 式 都 不 再 是 唯一 的 ， 这 样 因数 分 解 定理 的 后 一 部 分 ， 
分 解 的 唯一 性 就 不 成 立 了 . 这 样 一 来 ， 把 一 个 本 来 颜 为 洛 整 的 统一 
的 正确 命题 锌 0 ，1 这 两 个 极其 半 凡 的 整数 的 参 予 给 完全 破坏 了 ， 
这 日 然 是 延 无 必要 的 ， 内 此 ， 在 因数 分 解 问题 中 ， 在 一 开始 定义 质 
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数 、 合 数 时 就 理所当然 的 把 0 与 1 排除 在 外 ， 即 只 对 之 1 的 整数 给 
出 质数 ， 侣 数 的 定义 ， 


【例题 选 解 】 


例 1 不 等 式 2" 交 1 对 部 些 月 然 数 呈 成 立 ? 

解 ” 我 们 首先 考察 n 取 前 几 个 自然 数 的 情形 。 

R141 时 ，21>13， 

KR=2 时 ，2?<23， 

n=3 肝 ，23<3;， 

n=4d 时 ， 2+:<43; 

n=5 有 时，25-93， 

ns6 时 ，25<-63; 

玉 = 了 时 ，27< 73; 

n=8 时 ，28<82; 

t=9 时，22?<933 

n= 10 了 时 ，21207>303， 

也 -111 时 ，24 盖 113。 
通过 以 上 计算 我 们 看 到 ， 不 等 式 2" 半 n? 省 n=1 有 时 成 立 ， 当 = 
2 3, ，9 时 未 成 立 ， 而 当 t=10，11 时 成 立 。 下 面 我 们 证 
明 ， 对 于 衬 10 的 一 切 自然 数 训 ，2 > 中 都 成 立 。 

]) 已 知 n=10 时 不 等 式 成 立 。 

2) 假设 对 kK 庄 10、 椒 等 式 2 人 > 了 成 立 ， 看 E+1 的 情形 ， 

2441 -20 >oR = kK: + k= Kk + kk? 

10 KK 32 LS3K 二 1。 
于 是 
天 3 十 e+ 
因 红 2 (二 1)3。 
总 之 当 旦 仅 当 n=1 和 hn 字 10 时 ，2 之 ni 成立 。 
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例 2 如果 (as 5 =ii，(a，b) =d 且 (bl，b2)=1 ， 那 么 
(a, bib) = tdi, 
解 ”首先 指出 da 是 a 与 bibs 的 公约 数 ， 显 然 dda\bib2， 又 
由 disae，dzsa 及 (bl，ba) =1 也 有 (di，ed)-1， 扩 以 oa， 即 
did: 是 = 与 bibs 的 公约 数 ， 
其 次 ， 由 Cg，bi) =di，(0，b:) = 中 可 得 
ou’ + hiv’ 一 他 GUY + bv = d; 
于 是 使 以 上 二 式 两 端 分 别 相 乘 ， 则 有 有 
ataou ww + bv wu’ + Pa v0) + bibay’ da 
这 就 表明 a 与 Bibs 的 公约 数 dd 是 a 与 bb; 的 最 大 公约 数 ， 即 
a, biba) = ddz. 


例 3 ”证明 VE，w3，w 5 和 /说 都 不 是 有 理 数 ， 即 不 能 
写成 分 数 的 形式 。 
证 先 证 不 是 有 理 数 ， 即 它 不 能 写成 分 数 的 形式 . 用 反 证 
法 ， 假 设 V 台 是 有 理 数 ， 于 是 
23=， 其 中 (a, b)=1， 


把 上 式 两 端 平 方 并 整理 之 ， 即 得 

2p? = 人 
由 此 可 见 2\a*:， 又 因 2 是 质数 。 所 以 2\a, 令 9a=2q， 则 本 =4ai。 
从 而 

2p? = dai, b= 261 。 
同样 的 道理 ， 由 此 可 得 2\b, 这 样 ，2 是 4 与 b 的 公约 数 ， 但 6 与 
pb 互 质 ， 这 个 矛盾 怕 定 了 vw 2 是 有 理 烙 ， 

同 理 可 证 3 不 是 有 理 数 .下 面 证 明 “ 8 不 是 有 理 数 , 假设 

6 是 有 理 数 ， 于 是 

6= pb 其 中 (a，6b) = 1， 


把 上 式 两 端 于 方 并 整理 之 ， 即 得 
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52 二 站 
册 此 本 见 2\a， 又 因 2 是 质数 ， 所 以 2va。 全 好 一 201, 则 a = 481。 
从 而 
6b? = da?, 3b?= 2ai, 
由 此 可 见 2"3b?。 丸 四 2 与 3 互 质 ， 所 以 2\b?，2\bp， 这 就 导 室 与 a， 
b 互 质 相 矛盾 ， 因 而 v/ 理 不 是 有 悍 数 ， 同 理 可 证 3 不 是 有 理 数 . 
例 4 已 并 
Fi={atbhy 2|a, bEQ}SF = {atby Sla, bPCOQ! 
都 是 数 域 . 试 证 ; FJ 二 F;. 
证 用 反 证 法 ， 假设 Fi= FP;, 了 这样 3 CCF, 守 是 存在 有 理 
数 ab 使 
3=B+pBA2， 
把 上 式 丙 网 平方 并 整 开 之 ， 即 得 
ab/ T=-3 (3 a- 202) 
这 里 必 有 ob 人 Y0， 即 a 与 b 部 不 等 于 0 ， 不 然 将 导出 v 了 或 V -3 
是 有 理 数 ， 这 是 不 可 能 的 。 这 样 由 ab 直 0， 则 有 


5 1 
V2 2ab 


即 . 2 是 有 理 数 ， 这 也 是 不 可 能 的 。 因 此 vw 3 ER ， 从 而 下 Fa。 


(3— a:— 2b2) 
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第 二 章 ”一 元 多 项 式 
【内 容 提 下】 


一 ”内 容 概述 


本 章 在 中 学 代数 关于 一 元 多 项 式 乘 、 除 法 的 基础 上 ， 系统 的 研 
客 了 一 元 多 项 陈 的 整除 理论 ， 根 的 存在 及 求 根 方面 的 理论 。 


二 ”内容 要 点 


本 齐 介 绍 的 基本 概念 有 ; 
名 项 式 的 整除 、 最 大 公 因 式 、 多 项 式 的 互 质 、 不 肋 约 多 项 式 ，、 
多 项 式 的 标准 分 解 式 、 多 项 式 的 根 。 
给 出 的 基本 结论 是 
1， 带 余 陈 法 定理 ， 
， 报 转 相 除 法 定理 ， 
， 因 式 分 解 唯一 性 定理 ， 
。 氏 数 基 本 和 定理， 
， 根 的 个 数 定理 ， 
6。 韦 达 公 式 ， 
给 出 的 基本 方法 有 
1, 带 余 际 法 ， 


tr 
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， 绿 合 除 法 ， 

。 加 转 相 除 法 ， 

， 分 离 重 因 式 法 ， 

， 施 图 姆 的 实 根 圈定 法 ， 

.关于 整 系数 多 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 的 艾 和 杰 斯 坦 因 判断 


En mr 3 3 


7. 求 整 系数 多 项 式 有 理 根 的 方法 ， 
8， 把 有 有 理 分 式 表 成 部 分 分 元 的 待定 系数 法 ， 


三 基本 要 求 
本 章 仅 要 求 读者 掌握 上 述 的 三 个 基本 方面 ， 


〖【 内容 分 析 了 


$ 1 一 元 多 项 式 的 定义 及 运算 


本 节 在 介绍 了 多 项 式 以 及 多 项 式 系 数 、 次 数 和 多 项 式 的 相等 请 
概念 之 后 ， 给 出 了 多 项 式 加 法 ， 乘 法 运算 及 其 运算 性 质 . 

学 习 本 节 内 容 要 注意 零 多 项 式 与 零 次 名 项 式 这 两 个 概念 的 区 
别 : 

1。 系 数 全 是 零 的 多 项 式 称 为 零 多 项 式 ， 也 就 是 常数 0 叫 零 多 
项 式 。 零 多 项 式 没 有 次 数 。 

2。 零 次 多 项 式 是 指 不 等 于 0 的 常数 .因为 x = 1 。 所 以 ， 对 
于 非常 常数 e， 有 a= ax"”。 即 非 零 常数 4 的 次 数 为 0 。 故 称 为 零 
次 多 项 式 。 
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§ 2 多 项 式 的 整除 性 
一 一 因 式 、 公 因 式 、 最 大 公园 式 


关于 多 项 式 的 整除 理论 ， 本 节 只 给 出 整 啼 定 义 及 性 质 。 如 何 利 
用 定义 及 人 性 质 允 断 一 个 多 项 式 能 否 整 除 另 一 个 多 项 式 呢 ? 我 们 看 下 
面 的 

例 1 判断 下 面 的 多 项 式 能 否 馈 (x- 1)? 整除 ， 

C1) 2 一 3 二 3x 一 了 

(2) x—1 

CY) x 

解 C1) 由 (x 一 ])7(x 一 1)=x? 一 3x?:+3x 一 1 ， 再 根据 理 除 
定 尽 ， 页 人 4 -171 能 整除 x? 一 3x?+ 3x+1, 

《2) 因为 (x-- 1)2=x 一 2x+1 是 二 次 多 项 式 , 而 x- 1 是 一 
容 人 名 项 式 ， 人 和 任何 多 项 式 与 二 次 多 项 式 之 积 都 不 等 于 一 次 多 项 式 . 零 
(x 一 1)2 不 能 整除 x 一 1。 

《3) 因为 (x 一 1)?=~2x+1 是 二 次 三 项 式 ， 南 x 是 单项 
式 ， 任 何 多 项 式 与 二 次 三 项 式 之 积 都 不 等 于 单项 式 。 故 (x- 17 不 
能 整除 x:. 

由 此 ， 我 们 不 难得 出 一 般 往 结论 : 当 被 除 式 的 次 数 低 于 除 式 的 
次 数 。 则 不 能 整除 ， 被 除 式 是 单项 式 ， 除 式 是 多 项 式 〈 项 数 盖 1) ， 
则 不 能 整除 . 

最 天 公 因 式 在 多 项 式 的 整除 理论 中 占有 相当 重要 的 地 位 ， 我 们 
知道 : 任意 两 个 整数 存在 最 大 公约 数 ， 那 么 ， 尾 意 两 个 多 项 式 是 否 
也 存在 让 太公 因 式 喀 ? 下 节 定 理 2 给 出 了 肯定 回 符 ， 而 本 节 命 题 就 
大 为 证 明 该 定理 做 准备 的 。 它 是 下 节 利 用 绥 转 相 除 法 求 最 大 公 因 式 
的 基础 ， 

由 最 大 公 因 式 的 定义 ， 我 们 可 以 指出 : 车 fx) 与 g(x) 不 全 
为 0 ， 邢 么 ， 它们 的 最 大 公 因 式 d(x) 一 定 是 f(x}) 与 g(x) 的 一 切 
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公 因 式 中 次 数 最 高 的 。 

事实 上 , 设 ulx) 是 Kx) 与 g(x) 的 任意 一 个 公 因 式 。 由 最 
大 公 因 式 定 闵 车 : ulx) | d(x) 。 租 由 前 面 得 出 的 一 般 性 结论 知 ， 
nutx}) 的 次 数 不 大 于 dx) 的 次 数 。 若 dx) 是 fx 二 g 《于 们 的 
一 茹 公 因 式 中 次 数 最 高 的 ， 


§ 35 带 余 除法 ” 驾 转 相 除 法 


本 节 定 理 1 上 告诉 我 们 对 任 二 争 项 式 fx)，g{x)( 对 站 都 存在 座 

一 的 g9(x) 、rtx) 使 

站 2 = 区 (0 和) + rix) 
其 中 rtx) =0 或 deg rFCx)<degg(xy， 其 存在 性 的 和 证明 过 程 荐 不 断 
的 利用 ~- 步 步 消 去 首 项 的 方法 找到 商 式 q(x) 和 余 式 r(x). 

定理 2 指出 了 任意 其 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 是 存在 的 ， 而 且 在 
不 计 常 数 因子 时 ， 最 大 公 因 式 是 唯一 的 。 在 定理 2 的 证 明 中 给 出 了 
用 轧 转 相 除法 ( 即 反 复 做 带 余 除法 ) 求 和 多项式 的 最 大 公 因 式 的 方 
法 。 

关于 多 个 多项式 的 最 太公 因 式 , 诽 六 中 提 到 : 车 do(x) = (万 (x)， 
有 (Xp ， 了 ix)) 那么 ，(do(x)，f (xx)) = d(x) 就 是 f(x)， 
fz(x) ,了 (Xx) 的 最 大 公园 式 ， 

记 实 上 显然 (xy 是 人 (x)，Ja(X) ，f: (x) 的 公 因 式 ， 
因此 ， 只 须 证 明 : f(x)， fa(x)， ee ， 了 (x) 的 任意 公 因 式 wtx) 整 
除 d(x)。 因 为 w(x) 是 有 (x)， fCX) et ;了 ;1X 的 公 因 式 。 所 
以 ，MCXD Go(x); 训 wW(X) | Cx)。， 帮 w Cx) | dix}， 即 d(x) 是 (x)， 
fx(X)，………，f(x) 的 最 天公 因 式 得 证 ， 

这 样 ， fT1(X)s jtx), 四 jx 的 最 大 公 因 式 可 以 黑 次 应用 
驾 转 和 相 除 法 求 出 ， 
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$ 4 多 项 式 的 因 式 分 解 


本 节 在 给 出 不 可 约 多 项 式 定 义 ， 性质 后 证 明了 这 一 译 主 要 定理 
一 一 因 式 分 解 唯一 性 定理 . 该 定理 首先 用 第 二 数学 归纳 法 证 明了 分 
解 式 的 存在 性 ， 即 把 一 个 多 项 式 分 解 为 不 可 约 多 项 式 之 积 的 母 能 
性 .。 镁 着 又 用 数学 归纳 法 证 明了 分 解 的 唯一 性 。 即 在 不 计 常数 因子 
及 因子 的 排列 颗 序 的 情况 下 分 解 式 是 唯一 的 。 多 项 式 的 内 式 分 解 问 
题 是 多 项 式 理论 的 重要 组 成 部 分 。 本 节 只 从 理论 上 给 出 了 把 一 个 多 
项 式 分 解 为 不 可 约 因 式 之 积 的 可 能 性 ， 唯 一 性 ， 而 对 一 个 其 体 的 多 
项 式 如 何 把 它 分解 为 不 可 约 多 项 式 之 积 的 问题 ， 本 节 并 没 给 出 具体 
的 方法 . 

这 节 最 后 给 出 了 标准 分 解 式 的 形式 .利用 标准 分 解 式 ， 讲 义 在 
《一 ) 中 给 出 了 一 个 多 项 式 整 除 另 一 个 多 项 式 的 充 要 条 忻 ; 在 (二 ) 
中 给 出 了 两 多 项 式 最 太公 因 式 的 形式 .标准 分 解 式 在 多 项 式 的 整除 
理论 、 最 太公 因 式 理论 中 的 应 用 已 经 在 本 节 (一 ) ， (二 ) 中 初步 
看 到 ， 并 且 在 下 节 将 会 进一步 体会 到 它 的 价值 ， 

本 节 命 题 捧 论 : 若 p(x) 是 不 可 约 多 项 式 ， 如 果 ptx) |fi(x)fi(x) 
x)， 则 plx)》 | 某 一 f, 《x)， 讲 义 没 有 给 出 它 的 证 明 。 下 面 利 用 
数学 归纳 法 补 证 . 

当 s=2 时 ， 已 自命 题 得 证 ， 

假设 对 s- 1 成 立 ， 我 们 去 证 对 s 结论 也 成 立 。 

事实 上 ， 我 们 把 f,_, (cf,(x) 看 成 一 个 多 项 式 , 记 为 (xz) ， 
这 时 p(x)|fi(x) …f (xf :xy。 由 归纳 法 假设 p(x)| 革 
一 fx)》 或 p(xz)| (xz)。 如 果 pz)| 某 一 fi(x) GE 1， 2,…， 
s-2)， 问 题 得 证 .如果 pCx) | 了 ,x), 即 p(x 1f;_ (x)f, Cx)， 
由 节 题 ，P(x) 必 整除 ff; -xz 或 f; (x)。 证 完 。 
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85 重 央 式 


为 了 求 出 多 项 式 的 重 因 式 ， 在 这 一 节 里 ， 引 进 了 导数 的 概念 ， 
利用 导数 给 出 重要 结论 ， 即 车 p(x) 是 1(x) 的 一 个 kk 优 产 1) 重 不 可 约 
因 式 ， 那 么 ptx) 是 了/ (x) 的 -1 重 因 式 。 特别 地 ，f(x) 的 单 因 式 
不 是 1 (x) 的 因 式 ，。 

另外 ， 利 用 导数 ， 在 定理 1 的 推论 2 ， 推 论 3 中 给 出 了 判断 一 
个 多 项 式 是 否 有 重 因 式 的 方法 : 即 1(x) 是 否 没 有 重 因 式 决 定 于 了 (x) 
与 f'(x) 是 否 互 质 ， 

在 这 以 前 ， 我 们 仪 在 形式 上 给 出 了 标准 分 解 式 的 定义 ， 在 实际 
土 并 没 给 当 把 一 个 具体 的 多 项 式 化 为 标准 分 解 式 的 具体 方法 .初等 
代数 虽然 对 因 式 分 解 问题 有 详尽 的 讨论 ， 但 在 分 解 多 项 式 的 实践 
中 ， 常 常 需要 把 一 些 个 别 的 技巧 综合 度 用 ， 要 获得 这 一 本 领 是 需要 
长 期 的 经 验 积累 过 程 。 在 一 般 情 形 下 ， 初 等 的 特殊 技巧 不 能 使 我 们 
知道 给 定 的 多 项 式 是 不 是 可 约 的 ， 也 不 能 给 上 出 彻底 分 解 多 项 式 的 一 
般 方 法 。 尽管 在 实践 中 这 些 特殊 技巧 有 着 非常 重 联 的 音义， 

分 离 重 因 式 法 虽然 也 不 能 彻底 解决 多 项 式 的 因 式 分 解 问题 ， 但 
利用 分 离 重 因 式 法 可 以 把 要 分 解 的 多 项 式 f(x) 中 具有 同一 重 数 天 
的 不 可 约 因子 之 积 F(x)，(K=1，2，*…，8) 求 出 来 。 如 加 我 们 能 
求 出 具有 重 数 E& 的 不 可 约 因 式 之 积 Fi(x) (k= 1，2，:*，8) 的 分 
解 式 。 那 么 ， 该 分 解 式 中 不 可 约 因 式 在 ftx) 中 的 重 数 就 是 有 。 于 
是 jx) 的 标准 分 解 式 即 可 写 出 来 。 一 般 说 来 ，Fi(x)》 的 次数 小 于 
1 的 次 数 。 这 样 就 把 次 数 较 高 的 多 项 式 1{x) 的 因 式 分 解 问题 化 
为 次 数 较 低 的 和 多项式 F(x) 的 央 式 分 解 问 题 ， 使 问题 变 的 容易 了 ， 


3 6 多项式 的 根 


本 节 首 先 定义 了 多 项 式 的 根 。 然 后 在 定理 1 及 其 推论 中 给 出 了 
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多 项 式 的 根 与 多 项 式 束 除 之 关系 。 冯 上 为 fx) 的 根 的 充分 必要 条 
性 是 x-e 整除 fx)。 接 着 介绍 了 用 一 次 国 式 x-ec 除 f(x) 的 综 
合 除法 。 这 一 节 的 后 半 段 给 出 了 关于 根 的 个 数 的 三 个 定理 (定理 
2 ， 定 理 4 ， 定 理 5》 其 中 定理 2 是 在 一 般 数 域 上 讨论 的 ， 而 定理 
4 及 定理 5 是 在 复数 域 上 讨论 的 。 故 其 结论 仅 在 复数 域 上 成 立 ， 

关于 代数 基本 定理 ， 本 节 没 有 给 出 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 
张 秘 储 ， 郝 辆 新 所 著 高 等 代数 下 册 ，1959 年 版 ， 

算 理 5 指出 任何。 次 多 项 式 fx) 在 复数 域 中 怡 有 nn 个 根 ， 
这 一 结论 的 证 明 是 容易 的 。 它 是 定理 2 及 定理 4 的 直接 结果 ， 我 们 
可 以 用 数学 归纳 法 证 明 . 

事实 上 当 n=1 时 ， 显然 有 一 个 根 。 由 定理 2 其 ， 恰 有 一 个 
根 ， 

假设 对 hn 一 1 次 多 项 式 结 论 成 立 ， 

由 定理 4 知 所 Xx) 在 复数 域 中 至 少 有 一 个 根 a!, 于 是 

TX) = (x — Fx) 

其 中 人 h(x) 是 hn- 1 次 多 项 式 ， 由 归纳 法 假设 1(x) 在 复数 域 中 怡 
有 #-1L 个 根 gz，as，…， qn， 故 f(x) 在 复数 域 中 怡 有 nn 个 根 ， 

书 中 提 到 ， “有 了 定理 3 ， 使 我 们 可 以 从 另 一 观点 来 认识 多 项 
式 ， 即 把 数 域 了 上 的 多 项 式 看 成 通常 所 说 的 函数 ，” 这 和 琐 守 解决 以 
下 间 题 ，( 1 ) 每 一 多 项 式 都 定义 一 个 疯 数 。 《2 ) 不 同 的 多 项 式 所 
定义 的 函数 也 不 同 . 

正文 中 对 〈1) 已 经 做 了 充分 说 明 。 现 在 对 “2 ) 和 做 进一步 解 
释 . 

事实 上 ， 我 们 只 人 须 说 明 数 域 上 两 多 项 式 fx) 与 g(x) 相等 的 
充 要 条 忻 是 它们 所 定义 的 上 的 多 项 式 函 数 相 等 ， 

各 Xx) = g(x)。 看 成 两 个 和 多项式 相 等 ， 郑 么 ， 它们 有 完 全 相 
同 的 项， 因而 对 F 中 任何 数 c ,者 有 

fo) = gte) 

这 焉 是 说 ， Kx) 与 g{x} 所 定义 的 函数 是 相 针 的， 
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上 反之， 设 f(xX) 与 gt0) 所 定义 的 函数 相符 ， 
仿 
hex) = fx) — gCX) 
那么 ， 对 了 中 任何 数 < 者 有 
hte}=1(c)— g(tc)= 0 
这 就 是 说 于 中 每 一 个 数 都 是 htx)》 的 根 。 而 中 有 无 窒 多 个 数 。 同 
此 ，R(x) 右 无 穷 多 个 根 。 兵 有 零 多 项 式 才 有 这 个 性 质 ， 故 
hx) = TX) — gtX)= 0 
fx) = gtx) 
即 多 项 式 fx) 与 g(x) 了 世 是 相等 的 ， 


$7 方程 及 其 变换 


本 节 首 先 从 生产 实践 的 需要 出 发 引进 了 方程 式 及 方程 根 的 慨 

您 。 并 且 指 出 方程 
ftx) = g(x) (1) 

的 两 边 尽管 都 是 多 项 式 . 但 在 一 般 情况 下 却 不 能 认为 该 方程 是 表示 
两 个 相等 的 多 项 式 。 因为 相等 的 两 个 多 项 式 其 同 次 项 的 系数 必须 完 
全 相同 于 是 ， 当 我 们 把 方程 <1》 和 看 上 侨 是 两 个 相等 的 多 项 式 组 成 
的 方程 时 ， 那 么 ,方程 《 1》 就 失去 了 其 应 有 的 价值 ， 这 时 该 方程 
变 成 了 重 等 式 。 任 何 数 都 是 它 的 报 。 因 此 ， 相 等 的 两 个 多 项 式 组 成 
的 方程 仅 基 方程 式 中 的 一 个 极 特殊 的 情形 ， 一 般 邮 说 虽然 方程 (1) 
的 两 边 给 出 的 多 项 式 是 不 等 的 ， 人 得 并 不 排除 它 信 在 一 些 个 别 的 数 上 
有 相等 的 值 ， 解 方程 的 目的 就 是 寻求 使 方程 《11) 催 端 有 相等 数值 
的 那些 个 别 的 数 

其 次 ， 韦 中 关于 方程 的 变换 讲 了 4 个 方法 即 : 人 悦 根 变换 ， 倒 根 
变换 ， 平 方 变 换 ， 平 移 变 岳 。 其 中 以 平移 变换 最 常用 ， 

开 给 定 了 平移 变换 y=x-k 后 ， 要 求 变换 后 的 新 方程 g(3) 可 
用 综合 除法 ， 
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具体 做 法 吓 ， 

用 x 一 除 x) 得 商 式 q(x)， 人 余数 bo 就 是 g( 的 常数 项 ， 

用 xz- 开除 9q1(X) 得 户 式 q2(X), 余数 bb 就 是 gt》) 的 一 次 项 
系数 ， 
再 用 x 一 k 除 gz(x) 得 商 式 90xz)， 余 数 b; 就 是 gy) 的 二 次 
项 系数 , 

~ 般 的 ,用 x 一 kk 除 商 9.(x) 得 侠 数 5,-, 议 是 gl(y) 的 i 1 次 项 系 
数 。g(y) 的 首 项 系数 等 于 1(x) 的 首 项 系数 ， 


$ 8 复 系 数 多 项 式 


我 们 说 明 两 个 问题 
t。 三 次 、 四 次 多 项 式 的 根 式 解 的 求解 过 程 中 都 直 控 引用 了 
$ 7 方程 的 变换 中 的 平移 变换 ， 
三 次 多 项 式 
XI XL + aX + Og 1) 


借助 于 平移 变换 
y= x+ 一 :一 
得 到 不 含 二 次 项 的 三 次 多 项 式 
加 二 BYTE (2) 
如 果 4 是 (2) 的 根 ， 那么 ”a- 一 时 一 就 是 (1) 的 根 ， 这 


样 ， 二 次 多 项 式 (1) 芍 根 式 解 问题 ， 就 归结 为 推导 二 次 项 系数 为 
零 的 三 次 多 项 式 〈《2) 的 求 根 公式 。 四 次 多 项 式 
二 OX + dx + QIX+ ty C3) 


利用 平 秽 变 换 


y=X+— 1 
本 
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得 到 不 含 三 次 项 的 多 项 式 
+py +ay+r (4) 


著 e 是 (4) 的 解 ， 则 a- 一 “一 即 为 《3 》 的 解 ， 这样 四 次 


多 项 式 的 根 式 解 问题 就 归结 为 证 明 三 次 项 系数 为 零 移 四 次 多 项 式 能 
用 根 式 解 . 

2。 正文 中 提 到 《在 证 当 公 式 〈《6 7) 的 后 面 ) 在 x+v 的 九 个 
值 中 满足 条 御 


HV= 一 


3 


的 怡 有 三 个 ， 
事实 上 ， 我 们 可 以 设 的 三 个 值 是 i Gul， at 的 三 个 上 值 


是 VW ev wm 着重 ，Wivi = ~- 全。 这 里 是 椒 等 于 1 的 三 次 单 
位 和 根 。、 于 是 容易 看 到 满足 方程 


~-_b 

Vv 3 

的 具有 有 下 面 三 组 ， 
| [ w= ou [ uo, 
y= Vis | Y= iy | P= DV, 


$ 9 ” 实 系 数 多 项 式 


本 节 开 始 给 出 了 实 系数 多 项 式 的 复 根 与 其 共 贷 很 是 成 对 出 现 的 
结果 。 由 此 导出 了 实数 域 上 不 可 约 多 项 式 只 有 一 次 和 二 次 的 。 接 着 
给 出 了 实 系数 多 项 式 在 实数 域 上 的 标准 分 解 式 .由 此 ， 不 难 想到 奇 
数 次 的 实 系数 多 项 式 在 实数 域内 的 标准 分 解 式 必 有 一 次 因 式 ， 故 苔 
少 有 一 个 实 根 . 

关于 实 系数 多 项 式 的 求 根 问题 ， 在 理论 上 以 用 在 实际 问题 上 都 
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龙 相 党 重要 的 ， 但 在 多 数 情况 下 ， 要 求 出 实 根 的 精确 值 蚌 不 可 能 
的 。 因 而 给 出 求实 根 的 界 ， 实 根 的 个 数 的 方法 也 是 很 有 意义 的 ， 
关于 实 根 的 界 ， 如 果 我 们 能 求 出 任 一 多 项 陈 1(x) 的 正 根 上 
界 ， 那 么 借助 以 下 三 个 等 式 ， 
C1) f(x) -xf ), 
(C2) f(x) =f(—x), 
C3) f(x)=x'f( -二 ) 
我 们 也 能 够 求 出 了 Cx) 的 正 根 的 下 界 以 及 负 根 的 上 、 下 界 ， 
出 7 方程 的 变换 知 ， 这 里 《1 ) 式 给 出 的 是 俩 根 变换 ， 
查实 上 ， 为 把 f(x) 的 未 知 量 与 变换 后 的 f 的 未 知 量 区 别 开 ， 
令 3= 广 ， 则 以 x= 方 代入 f(x)， 再 通 乘 以 y” 即 得 
new A!) 
故 ， 若 = 是 i(y) 的 根 ， 则 去 是 f(x) 的 根 ， 
C2) 武 给 册 的 是 负 根 变换 . 即 令 y= 一 x， 以 x= ~y 代 
入 f(x) 得 
j:(¥) =f(—») 
让 ,若是 ft 的 根 ， 则 ~a 是 f(x) 的 根 。 
(3) 式 是 既 有 倒 根 变换 ， 又 有 负 根 变换 。 


事实 上 ， 令 y= 一 完 ， 网 以 x= - 代入 J(x)， 再 通 乘 以 y 
得 
ja) = ?所 一 全 
故 ， 若 a 是 ja(y) 的 很 ， 则 -过 是 f(x) 的 根 ， 


8 10 ”有理 系 数 多 项 式 


关于 有 理 系 数 多 项 式 ， 本 节 讨 论 了 两 个 问题 ， 在 有 理 数 域 上 的 
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可 约 性 : 有理 根 的 求法 。 

定理 1 指出 ， 整 系数 多 项 式 在 整数 环 上 可 约 的 充 要 条 件 是 在 有 
理 数 域 上 可 的 . 

定理 2 介绍 了 整 系数 多 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 的 一 个 判断 方 
法 一 一 艾 称 斯 坦 因 判断 法 ， 

这 两 个 定理 都 是 对 整 系 数 而 误 的 ， 但 是 ， 期 果 fx) 是 有 理 系 
数 多 项 式 ， 设 是 其 系数 分 母 的 最 小 公 倍 数 ， 敢 么 ，kj(x) 是 整 系 


数 多 项 式 .显然 ，KJ(x) 与 f(x) = 亡 (kj(x)》 的 可 约 性 是 相同 的 ， 


鼓 从 这 个 意义 上 来 讲 ， 定 理 2 给 典 的 方法 可 以 用 来 判 斯 一 个 有 理 系 
铬 多 环 式 是 否 相 有理 数 域 上 不 可 的 ， 
定理 3 及 其 推论 给 出 首 系 数 为 1 的 整 系数 多 项 式 f(x) 其 有 理 
根 必 为 整数 ， 且 是 常数 项 的 约 数 ， 讲 交接 着 指出 ;车 整数 c 是 fx) 
的 根 ， 那 委 
HD) 与 fC-1) 


一 


c—1 ctl 
都 是 整数 , 因此， 要 求 fx}) 的 根 ， 只 人 须 在 使 
CD 与 (2-1) 


c—1 ctl 


为 整数 的 常数 项 的 约 数 中 寻找 ， 


3 11 部 分 分 式 


本 节 通 过 两 个 引 理 和 一 个 定理 给 出 了 有 理 分 式 化 为 一 个 多 项 式 
与 一 些 简 单 分 式 的 和 的 方法 。 作 法 是 : 车 给 定 的 有 理 分 式 为 形 如 


x) » (8 1» 
p(X) 


其 中 ptx}) 是 不 可 约 多 项 式 ， 那么 ,可 用 引 理 2 给 出 的 方法 ， 由 施行 
一 系列 的 带 余 除法 之 后 ， 再 整理 得 到 所 要 求 的 形式 。 如 给 定 的 有 理 
分 式 
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Fx) 
ECX) 


中 ，g(x) 不 能 写成 不 可 约 多 项 式 的 里 的 形式 . 那么， 可 用 引 理 1 给 


. ix) Ww; CX) 
出 的 方法 。 将 gx) 表 成 形 旭 pC) 的 有 理 分 式 之 和 ， 其 中 pi Cx) 
为 不 可 约 多 项 式 ，s 之 1， 背 把 和 中 的 每 一 项 用 引 理 2 给 出 的 方法 化 
为 一 个 多 项 式 和 一 些 篇 单 分 式 之 和 。 

一 般 常 采用 待定 系数 法 将 一 个 有 理 分 式 化 成 部 分 分 式 。 


【例题 选 解 】 


例 1 设 了 (Xx) 与 g(x) 次 数 相 同 ,， 若 gGO01f(x) 则 g(x)= 
cl(x) 
证 明 内 为 gx) Kx。 故 
JXx) 三 区 KR 
让 乘积 的 次 数 等 于 次 数 的 和 知 
dep T(x) = deg BCX) t+t deg h(x) 
再 出 deg xy = deg g(x) 知 deg hlx) =0。 即 hlx) 是 零 次 多 项 式 . 
于 是 J(x) =c g(x) 或 g(x) = cf(x)， 
例 2 设 (x)，fz(x)，g1(x)，gz(x) 都 是 数 城 FE 上 的 多 项 
式 ， 其 中 f(x) 夺 0， 且 人 h(x)f2(x》 能 被 g(x)g2(X) 整 除 ， 而 g1《x) 
能 被 jx} 整除 证明 ji(x} 能 被 gz{x) 整除 . 
证 明 ”要 证 jz(x) 能 窗 gz 人 x) 连 除 ， 只 须 把 f(x) 表 成 ga(x) 与 
一 个 多 项 式 之 积 。 由 整除 定义 知 ， 在 在 数 域 F 上 的 多 项 式 g(x)， 
42(X) 个 
fitx) ft x) = B11(xXI BCXI TCX 1) 
B1CX) = F(X A XY 

将 g:Cx) 的 表达 式 代 入 《1) 式 得 
本 (xx = T(x) NB XII CN) 


因为 请 (xys 拓 0， 所 以 
户 (x) = qa (xX) gCXI TN) 
即 ji(x) 能 被 g2(x) 整 除 . 
例 3 证 明 
(fx), ECX)) = (fx +t BEXINCX), ECX)Y 
其 中 w(x} 为 任意 多 项 式 、 
证 明 设 
ditx) = (f(x)}, ECX)) 
datx) = (f(tx) t g(xInNtx), BCX)) 
要 证 等 式 成 立 ， 只 须 证 d(x) 与 d(x) 能 互相 整除 。 因 为 
di(x) [f(x)，di(x}|glx)， 蔗 以 
dx) f(x} + gCXNulx) 
故 
dtx) [ds Cx) 
取出 dz(x) | 了 f(x) 寺 gtx)ntx)，diCx) gtx)， 所 以 
d(x) |f (xX) 
从 而 
d(x) ld Cx} 
于 是 得 
(fx), BCX) = (fx) tt g(xIu tx) ECX)) 
例 4 证 明 车 Cfx)， g(x))=1， CCX), RCx)》 =1， 则 
(fxr), gxXIREXYY =1, 
证 明 设 (f(x)，g(x)h(x)) = d(x), 我 们 如 能 证 明 d(x)|fCx)， 
dx)}|hCx)， 于 是 dx CfCx)，h(x)) 问 题 即 得 证 ， 
由 (Cx)，g(x)) = 1， 故 存在 u(x)，v(x) 使 
u(x) x + vtxIg(x) = 1 
两 边 同 习 h(x) 得 
ux)f Cx)INn(x) + yx etxIhtx) = h(x) 
国 汶 ”dex) | 了 (x) ，d(tx) gxntx)， 所 以 由 上 式 知 x7]hix)。 
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铸 dx) [fCx)，kRex))。 但 (f(x ，hCx0)= 1 因此 dx = ]。 

例 5 证 明 ， 如 果 f(x)，g(x) 不 全 为 零 ， d(x)= (Jtx)， 
g(tx)) ， 且 

UCXYfFCX) Ft Vix ECX) = I(x) 1) 
则 Culx), vx)) =1., 

证 明 ”要 证 (u(x)，v(lx)) = 1， 只 须 证 明 能 找到 两 个 多 项 式 

jtx)，gi(x) 使 
Wx)fi(x) + rx)g(x)}= 1 

设 fx) = 了 (tx)d(tx)，g(tx)=gi(x)d(x)、 将 f(x) 及 g(x) 的 

表达 式 代入 《1) 式 得 

到 人 XiCX)GCX) + pix)g x)dtx) = dtx) 
因为 dtx) 霹 0， 所 以 

WOXOF CR) + VEXIELICX) = 1 
即 (HX) PX)) = 1, 

例 65 车 C(x,gCx))=1,， 则 (fx)h(x), gtx) = (h(x), 
g(xX)) . 

证 明 要 证 明 (fCOh(x)，8g(X)》 = (htx) ，g{x)) ， 只 须 证 
明 等 式 两 边 能 互相 整除 ， 

设 d(x)= (TO0OR(xX), g(xX)), d(x) = (h(x},， g(x))， 由 于 
d(x) lgCx), datx) | h(x), 敌 dz(x) | fCx)hCx)。 于 是 ,d(x) | 
d(x), 

再 由 (x) gx), dx) fh(tx), 又 C(x), gtx))=1, 
概 (| RX)， 从 而 有 d(x d(x)。 于 是 

d(x = dX), 
即 
CHOXINCX), BCX = (Chix), gCx)) 
例 7 设 
f(x) = XX XI 2x—1 
EXY = 3x + 2XI + XL + 2X—2 
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求 f(x) ，g 00)， 
解 ” 在 施行 思 转 相 除 法 时 ， 为 避免 分 数 ， 在 做 除法 时 ， 可 用 下 
中 不 等 于 零 的 数 和 被 除 式 或 除 式 。 而 且 不 仅 在 每 一 次 除法 开始 时 可 
以 这 样 做 ， 就 是 在 进行 除法 的 过 程 中 也 可 以 这 样 做 ， 
先 把 fo 条 以 3 ， 再 用 g(x) 来 除 ， 
32X5 + 3X4 一 3X3 —6x—3| 3x04+T2X3 二 3 十 2X 一 人 
加 十 上 


3 + 2 + 0 + 2x 2x 
Xi— 4Xi— DX — 4xX— 3 
《 乘 以 3 ) 
3X: 一 12X— 6x:— l]2x—9 
BX 2X 二 XI+ 2X—2 
— 1dx 3 — ?x2— 14x—7 
约 去 公 因 子 -7， 得 到 第 一 余 式 
F(x) = 2X3+ Xi+2xt1 
把 2) 乘 2 ， 再 用 ri 人) 除 ，; 
Bx Ft dx +2x + dr- 4 2x3+X:+2X+1 
BX + Sx3 + BX + 3X | Sx+1 | 
和 一 4 一半 
‘ 蔷 忆 2) 
2X3 一 8x + 2X— 8 
B+ 2 二 1 
一 gx 一 9 
约 去 公 因 子 - 9， 得 第 二 余 式 
ra{x) = Xi+1] 


启用 rz (x) 去除 六 人 


ZX Xx+1 各 2 十 了 
2x3 +2x | 2x+l 
1 
x +1 
一 一 一 
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吉 《fg 二 2 十 主 ， 
例 8 证 明 车 产 (86 ， 则 了 (|g (00， 
证 明 可 设 f(x) ，g (x) 的 一 般 标准 分 解 式 为 
{xX) = a0pr 1 Cx) pa (KX) -epE: (X}, K, 0 
g (X) = pop 1 0) pa 2 pss (X), 1 0 
这 里 1 与 Ex) 的 一 般 标 准 分 解 式 中 含有 的 不 可 约 因 式 了 可 能 不 一 
致 . 比方 g (中 含有 Pi ， 但 1(%) 中 根本 不 含有 和 人 2) ， 这 时 
ki= 0。 因 此 ， 我 们 总 可 以 形式 的 把 fo 与 g (x) 的 标准 分 解 式 中 
所 会 的 不 可 约 因 式 写 成 一 致 的 ， 而 
jf? (x) = a0rp1’ 1 (x) pa 2 CX) erp! CX) 
Bx) = borp1’ 1 (x) p22 (Xx) ep! ss (x) 
由 六 ( 1g 让 敌 ，0 筷 2k, 所 21,， 亦 即 
OE, (i=1, 2, ,$8) 
于 是 
1 0) | gtx). 
例 9 证 明 他 人 0，g(00) “= ("Cx)，g" (Xx))， 这 里 m 为 正 
整数 ， 
证 明 设 fGo ，8 (9 的 标准 分 解 式 为 
F(X%) = A0pi1 (Xx) pa’ (GD 
gCX) = op 1 (x) pa 2 Cx) pr (XI Ry Cx) hs Cx) 
这 里 hi GG=1，2， 下 5 与 qi (X=1，2，…， 人 此 不 相 
同 ， 则 
(Cf (2) ELK = pL XY pa 2 CA) opr! (Xx), 
其 中 ,nn;=mintk;, 1 (i=1, 2, 的 
而 
f" (x) = GompT 1 (x) pa™ (XXGK 
g" (Xx) = bp 1 (Xp2™ 2 (xX) pr: (XO ha CX) hr s(x) 
因为 min 人; 1) =n,， 斯 忆 ，minmnk;， mil) =mni, (i=1,2, 
下。 从 而 
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《和 
= [Pp1 1 (Xx) pa (和 
= (ftx), gtX))" 证 完 ， 
例 10 独断 多 项 式 1(%) = x 一 x? 一 x*+1 有 无 重 因 式 ， 如 果 有 ， 
试 求 出 其 重 数 。 
解 首先 求 f° (x) 
F (xX) = 3xX2 一 2X 一 | 
用 辑 转 相 除 法 求 (f(x)， 了 (x)) = d(x)。 将 于 (5 乘 以 3 再 除 以 
1’ (Cx). 
3x— 3xi— 3X+3 | 3x:— 2xX—1 
3x2-2x-x x 


一 六 一 2x+3 
《 乘 以 3) 
一 3X? 一 捉 区 十 全 
-3X +2x+tl 
一 BX 二 名 
约 去 公 因 于 -8 得 第 一 余 式 ,r(x) =X 一 1。 用 (0 去除 站 (xX)。 


3X2— 2X%—1l x—1l 


3X1— 9% JX 十 于 
共 一 工 
X 二] 
性 


dX) =x-1 故 x-1 是 ftx) 的 二 重 因 式 ， 
例 11 利用 分 离 重 因 式 法 求 多 项 式 
fx) = Xt — Bx + BX—3 
的 标准 分 解 式 。 
解 了 (0 = dx 一 12x+8 
利用 轰 转 相 除 法 依次 求 得 
dlx) = (fx) fx) = x 2xt+1 


306 


Gtx) = at) = 一 1 
人 ax = 《da 人 xy) (Xx)) =1 


于 是 
Pi (x) := a3 
mb -ey 
oo 

从 此 得 出 
Fl (x) 本 =x+3 
F200 = = 


Fa(x) = hatx) =X~— 1 
这 样 ，f (x) 有 一 个 一 重 因 式 x+3 及 一 个 三 重 因 式 x-1， 没有 二 
重 因 式 ， 所 以 ，f 2) 的 标准 分 解 式 为 
fx) = (x + 3) Cx- 1° 
下 面 把 例 中 的 具体 计算 写 出 来 ， 
先 求 di (x) ， 为 了 避免 分 数 ， 将 1 (Xx) 乘 4 ， 再 做 除法 ，。 
4 一 24X + 32xX— 12| 4x — 12xt+8 
xs 一 ]2X: + BX | ~ 
— ]2x*T 24x—12 
约 去 公 因 子 - 12 得 第 一 余 式 fi1(X) = x 一 2X++1 
将 了 (0)} 除 以 ritx) 


dx —12xt8 xX:—2x+1 
4x? 一 dx? + dx | 4 侈 十 名 
bx?— 16X-:8 
B16x+8 
0 
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故 
tx) = (x), f(x)) = 和 一 2X+1 
再 求 下 (因为 dx = (2 所以， 下 (9 与 纯 《的 最 
大 公国 式 必 为 xY-1. 即 da 人 xy = ]， 
求 中 (0 央 为 中 Co =1， 斯 以 
da (x) = (da(X), d(x)) =1, 


于 是 
d(x) = x — 2X+1 
dtXx) -= 1 
dtx) = 1 
再 计算 六 ;xy 
Xi 一 6x +8X-3 1 2 一 2xX+T 
X4 一 2X3 十 x? | xx 一 3 
a 
27 tx 
- 3X2+ Bx—3 
x 
人 
h Tx) ,2 
故 1{X) dx) 区 -十 少 炮 一 对 
另外 
dx) {x — 1)2 
nh 人 
2 (CX) da x) 2 区 一 了 
dz tx) xX—1 
jy = CE) XT 
了 人 A x) ] X 一 1 
以太 
hn) 
FE = x) 各 十 吕 
Fitx}=1 
Ftx) 二 区 一 1] 
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帮 Fo = (x+30 一 1 为 了 2) 的 标准 分 解 式 ， 

例 12 设 不 可 约 多 项 式 p(2) 是 了 (x) 的 上 ~ 1 重 和 乌 式 、 证 明 p (x) 
是 1 (0 的 大 重 因 式 的 充 要 条 村 是 p(x} | 了 (x)， 

证 明 ”必要 性 是 明显 的 。 现 证 充分 性 ， 

可 设 p(x) 是 1 (2) 的 5 宣 因 式 ， 即 

了 xX) = Pococ pc 不 整除 1Cx) 

于 是 

Pt 是 于， 下 (0 的 国 式 ， 但 不 是 闻 生 人 2) 
的 闵 式 ， 
又 国 P(X) 是 六 (人 的 -1 重 入 式 ， 所 以 又 有 

pt 是 站 人 0 ， 扩 (90) ，…，J (x) 的 因 式 ， 但 不 是 f(x) 
的 因 式 。 这样 ， 必 须 sS=K， 即 p(x) 是 fc 的 大 重 因 式 。 

例 13” 试 块 定 系数 9 ， 使 -1 是 多 项 式 

了 = x Ax — qxtl 

的 二 或 三 重 以 上 的 草根， 

实际 上 ,， 行 -1 是 f(x) 的 重 根 ， 其 重 数 是 大 于 等 于 2， 出 
(x+1)” 除 fo 所 得 余 式 必 为 0, 而 (x+1)? 除了 (x) 可 以 连 
续 两 次 用 综合 除法 ， 以 x+1 去 除 j(x) ， 再 以 x+1 去 除 其 商 来 实 
班 。 再 令 其 余 式 为 0 ， 从 而 解 出 a 慎 ， 

解 将 f(x) 除 以 x+1 


1 0...0 -oe a 1 
1 -1 1 -i-a 1 0 
故 
站 = {XR+ 1) xt XN +X (1 +alx+1) 
= (x+ 1) 0 (x) 
再 将 L(xX) 除 以 XxX+1 
1 1T 
从 此 得 
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NR) = (Xt 1) x Dx + RE- +0}+ (+a) 
= {xX+ 1) 9 tx) t+ ratx) 
仿 余 址 Ptz =5+0=0 得 go= -5。 于 是 
Fx) = (Xt 1) (x 2x + 3x+1) 
= (x+ 1) 2g2 tx) 
这 样 ，a= 一 5 即 为 ~ 1 至 少 是 f(x) 的 二 恒 根 的 条 件 , 但 一 1 不 是 f(x) 
的 三 重 根 ， 因 为 将 qz() 除 由 x+1， 即 有 


1 -2 3 1 
-1 二 3 6 二 可 


| 

记得 余 式 (为 5) 不 为 0， 

例 14 证 明 sinx 不 能 表 成 x 的 多项式 ， 

证 明 ”我们 轴 反 证 法 来 证 明 

假设 sinx 能 表 成 x 的 多 项 式 : sinx=jx), 令 degf (2) =n， 
则 由 本 节 定 理 2 ，f (最 多 有 个 不 同 的 根 ( 零 点 )， 这 与 sinx 有 无 
穷 多 个 零点 相 了 矛盾 。 故 sinx 不 能 表 成 xx 的 多 项 式 ， 

例 15 ”假定 实 系数 多 项 式 xs- 6xs+ax+6x+2 有 4 个 实 根 。 
证 明 至 少 有 一 个 根 小 于 1 。 

征明 我 们 用 反 证 法 ， 利 用 根 与 系数 的 关系 证 有 明 . 

假定 4 个 实 根 都 不 小 于 1 ， 则 可 写成 1+x; 而 x, 闻 0,i=1， 
2，3，4。 由 根 与 系数 之 关系 ，; 


(1 十 Xi + (I +R + (I+) + (1 + x) = 6, {1)» 
(1 + XD) CI +X) Cl+x3) (1 +Xx0) = 2, C2) 
由 人 1) 
Xi 十 和 十 93 十 着 二 了 
由 (2) 


二 
2= (二 Xi (I +X (1 4X3) (1 + Xs) 1+ 和 xi 


= +2=3 
这 矛盾 说 明 该 多 项 式 必 须 至 少 有 一 个 根 小 于 : ， 
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例 16 设 TO 一 车 6 一 93x 一 1-9， 求 出 忆 了 (x) =0 的 要 的 
KR 关 的 司 为 根 的 方程 。 
和 解 取 y= Ex，、， 以 X= 代入 {x} 得 


1 1 1 1 
fy) B31 
再 通 乘 以 ks 得 
BW) = y+ ky 33 
即 为 所 求 ， 


例 17 设 了 (xX) =xt+2x+6xz-6x+1=0。 求 出 以 fo =0 根 
的 倒数 为 根 的 方程 


解 ” 取 变 换 y= 过， 以 x= 代入 方程 得 


Ay) -+2 ) + (ey) +1=0 
再 通 乘 以 3 得 
EV) = 1+2y1+ 6 ~ BX T= 人 0 
即 为 所 求 ， 
例 18 作 一 个 3 次 方程 ， 使 其 3 个 根 愉 十 方程 ”了 (x) = 3x?+ 
x 圭一 妇 的 3 个 根 的 各 自 平 上 方 ， 
解 (D3 了 GOf(-X) = ~ (3X + X21) (3x + x?+1) 
= 9x° — Xx*— 2X%2—1 
将 x:=y 代入 上 式 得 
gf 人 =9 ~ y -2y-1 
则 g(y) =0 即 为 所 求 方程 
例 19 设 fx =3a+6x2 一 3x+1l=f， 求 出 以 方程 f(x =0 的 
根 加 - 2 为 根 的 方程 ， 
解 本 例 实 际 上 就 是 要 求 经 平移 变换 ?=x- 2 后 得 到 的 新 方 
程 g(y) = by + bay+biy+bo=0。 我 们 用 综合 除法 来 解 . 
以 x-2 除 了 {2) 得 
Tx) = (Xi+ Bx+13) (x 2) +27 
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<x D+F bo = 27 
再 以 x-2 除 qu (x) 得 
1 CX) = (xX+10) (x- 2)+33 


= G2(X} (— 2) .+ 33 3 
再 以 x 一 2 除 q(x) 得 
2 (CX) = (X—2)++12 "rrrrba = 12 


而 bs=-63=1。 故 
gO = +12y + 33y+27 

好 为 所 求 方程 ， 

例 20” 求 多 项 式 f(x) = x+xz-2x1+1 实 根 的 个 数 ， 并 所 用 相 
邻 整数 殷实 根 分 离开 . 

解 ” 首 先 按 定理 1 确定 实权 的 界 。 因 为 

B=2, m=2, go0=1, 

所 以 ， N=1+AW 到- =1+ v 开 。 按 本 题 要 求 可 到 整 数 3 为 (x) 
的 正 根 上 上 界 ， 

为 了 求 了 (x) 的 正 根 下 界 ， 负 根 上 ， 下 界 。 我们 先 求 出 下 列 三 
个 多 项 式 的 正和 根 上 界 ， 


he 二 + 


人 x 
二 一 二 十 1] 


faitx) = fC— X= xi+ Xi+2Xxtl 


swe) 
= Xx + 2xi+X—1 
在 户 (0 中， 因为 B=2, qo= 1， m= 1 所以，Ni=1+? 
在 (9 中， 由 于 首 项 系数 基 人 负数 不 能 用 定理 1 确定 其 下 根 上 
守 。 但 fz (Xx) 与 -jCx) 有 相同 的 根 ， 而 -天 (x) 的 首 项 为 正 ， 故 
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可 用 一 了 (zx 来 代替 疡 (0 求 其 正 根 上 和 蛋 。 


— ftx) = XI— Xi~ 2X—1 


ml a 
此 时 ， B=2, m=1， oo=1 NT1+V =1+2=3 
炸 


在 户 人 中 ， B=1， m=3， 0=1， 因此 ,Ns=1+N -= 1] 


+1=2。 于 是 


式 。 


f(x) 的 正 根 下 界 为 一 人 一 -1 


fx) 的 从 根 下 界 为 - Ni= -3 


ftx) 的 负 根 上 界 为 一 一 人 一- 人 一 人 


按 本 题 娶 求 可 取 整 数 0 为 正 根 下 界 与 负 根 上 党 。 即 
fx) 正 根 上 界 为 3. 

1tx) 正 要 下 界 为 0， 

fo 负 根 上 界 为 0， 

fo 技 根 下 界 为 -3。 

其 次 求 出 f(x 的 斯 图 姆 组 ， 

为 了 避免 分 数 系 数 ， 在 做 除法 时 可 以 用 一 修正 数 乘 被 除 式 或 除 
这 样 做 不 会 改变 斯 图 姆 组 的 变 号 数 ， 但 禁止 用 负数 去 飞 被 除 式 


或 除 式 。 


fo xy = f(x) 一 3 十 一 2X+ 
有 Ce) = 1 (XxX) = 3X 2X 一 了 


用 了 7 (x) = 六 9 去除 了 (Xx) ， 把 余 式 乘 - 1 后 取 作 fitx) 


fitx) - 10x—7¥, 


再 用 f(x*) 去除 广 (x) ， 把 余 式 乘 -1 后 取 作 f300， 


(一 | 
虑 后 ， 列 表 计 算 斯 图 姆 组 的 变 号 数 。 
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fo) A | fo | fr) Vx) 


一- 一 -一 一- 一 


广 = 一 3 ~ + 一 十 3 
X= 一 2 | 十 十 一 + | 2 
%=—1 + 一 一 十 2 
X=0 + - | - 1 + ] 2 
x=1 十 | 十 十 十 i 0 
革 二 2 于 + 二 十 0 
区 二 3 | 十 十 二 + | 0 


故 在 《-3，- 2)》 有 一 个 实 根 , 在 《0，1) 之 间 育 2 个 实 根 ， 
例 21 求 多 项 式 
Tx) = dx4— TX 5x-1 
的 有 理 根 。 
解 首先 将 f(x) 化 为 首 系 数 为 1 的 整 系数 多 项 式 g(y)， 再 求 
由 gty) 的 所 有 整数 根 ， 然 后 再 利用 g(y) 的 整数 概 求 出 f(x) 的 有 
再 根 。 
以 4 乘 六 Xx) 得 
fxX) = CAX)4— 4 X70dx)T— di XCdx) -43 
在 上 式 中 令 y= 4x 得 
BV) = YY — 28y*: — 8B0y— 64 
组 求 gty) 的 所 有 整数 根 。 这 里 常数 项 的 因子 是 二 1，+2， 土 4， 
土 8， 寺 16， 圭 32， 土 64，g(1)= 一 171, g(-1)= 一 141, 而 


81) _ -171 _. B81)_ 一 11 _ 
-2-1 ss: Lari ww -17 11 


都 是 整数 ， 作 综合 除法 


oll 0 -2 -80 一 6 
1 一 2 —24 ~ 39 0 


故 -2 尼 g(?》 的 根 ， 
8 = 二 2 人 一 33) 
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Tr 


= {y+2)g.(y) 
接着 再 求 qi(y)》 的 整数 根 。 其 常数 项 因子 为 二 1，++2， 土 4， 


+8;+16;+32, 而 qi(1)= -57,， di(-1)= -15, 人 = 19， 
和 了 =15， 都 是 整数 ， 作 综合 除法 
1 -2 -24 -32 
I1 -4 “16 90 
战 --2 电 01() 的 往 。 
Gt) (y+ 2)(Yy — 4y—16) 
— {yt 2)gq(y) 

qz() 的 常数 项 因子 为 +1，+2，+4，+8， +16, 而 qi(1) = 

“19，d( 一 417)= 一 11。 症 常数 项 国 子 中 使 


qa) sao1). 
1 及 心 十 1 


一 了 之 


为 整数 的 因子 c 不 存在 帮 qz(y) 没有 整数 根 。 于 是 ECy) 共有 
两 个 相同 的 整数 根 ， 即 - 2 是 其 2 重 根 . 将 -2 除 以 4 得 Kx) 的 2 
重 根 一 过。 

例 22 设 pi，Pz，*…，p， 是 r 个 互 不 相同 的 质数 .n 是 火 于 
1 的 整数 ， 证 明 w pipz…p， 是 无 理 数 。 

证 明 ”如 果 我 们 能 指出 wpipz…p， 是 一 个 在 洗 理 数 域 上 上 不配 约 
多 项 式 的 根 ， 则 wpipz…p， 就 是 无 理 数 。 

设 


站 YX) = Xx" — pip2**pry 
则 六 x) 是 有理 系数 多 项 式 ， 我 们 征明 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 
因为 在 1X 中 qo= pip2'…*p;:，4, = 1， 选 联 质 数 p,， 则 pilas， 
户 不 整除 qa,，pi? 不 整除 4o， 由 龙灯 斯 坦 因 判别 法 知 天 xy》 是 胆 理 数 
域 上 不 可 约 多 项 式 ， 而 Wpyp2…p， 显然 是 f(x) 的 根 、 教 Ypipa…p， 


是 无 型 数 。 
例 23 设 fx7，8g(x) 是 整 系数 名 项 式 、 上 且 g(x) 是 本 不 多 项 
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式 。 证明， 如 果 f(x) = glx)hlx)， 其 中 h(x) 是 有 理 系 数 多 项 式 ， 
那 友 ,h(x} 一 定 是 幕 系数 和 多项式， 
证 明 ”我 们 设法 把 hlx) 写成 一 个 既 约 分 数 与 一 个 本 原名 项 式 
的 乖 积 ， 再 利用 不 原 针 项 式 性 质 妈 可 证 明 。 其 证 法 如 下 ， 
令 CX) 的 系数 公分 母 为 BB。 则 
h(x) = h(x) 
h(x) 为 整 系数 多 项 式 ， 再 令 a 为 有 h(x) 的 系数 的 最 大 公约 数 ， 则 
h(x) = 下 ha(x) = Sha(x) 


其 中 Cp, =1， 县 gg 六 0; 而 h(x) 是 本 原 凶 项 式 . 于 蚌 
xD) = 8(%) h(x) 


由 于 (x) 为 整 系数 多 项 式 ， 所 以 ， 多 项 式 g(x)hs(x) 的 每 一 个 系数 
与 也 的 乘积 都 必须 被 4 整除 , 但 (p，9q) = 1， 所 以 g(x)hilx) 的 每 
一 个 系数 必 被 g 整除 ， 即 4 为 多 项 式 g(x)hz(x) 的 系数 的 一 个 公 
约 数 ， 因 为 两 个 本 原 多 项 式 g(x) 与 hz(x) 之 积 g(x)hz(x) 仍 为 本 原 
多 项 式 。 因 此，9= 1， 而 h(x) = ppa(x) 为 整 系数 多 项 式 。 


dx1—1] Xx:+hx+? 
例 24 把 (x— 1)(x— 2) 


分 解 成 部 分 分 式 
解 ” 如果 有 理 分 式 的 分 母 不 是 标准 分 解 式 ， 首 先 应 化 为 标准 分 
解 式 ， 这 里 因 已 给 标准 分 解 式 ， 故 可 设 


dx 一 11Xx2 十 6x 二 3 
(x%— 1)icx—2) 


0 _b_ 
X11 Ki) C1 + x 
以 (xf 一 8) 通 滋 两 端 ， 得 
dx 11xt+ 6X+3 
= 1 xXx— 2)+a(tx— 1)(xX- 2)7 q(x- 2) 
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十 六 [一 了 )3， Cl1» 


有 两 种 办 法 来 确定 待定 系数 ， 

1。 让 粮 比较 两 端 辣 类 项 系数 . 

2。 令 x 为 某 一 数 ， 来 比较 等 号 两 端的 什 ， 

现 在 我 们 用 第 2 种 办 法 来 确定 待定 系数 的 值 . 

令 x=1， 则 左 准 等 于 2 ， 右 端 等 于 -as， 故 四 = -2。 

令 x=2， 则 左 端 等 于 3 ， 右 端 等 于 b, 故 b=3， 

仿 xX=0, 出 3= 一 29ft202-20-8,， 把 有 = 一 2,，5=3 代 入 
上 式 ， 得 

di1— 942 三 一 1] 

比较 《1) 式 等 号 两 端 品 的 系数 ， 得 4=ar+b。 由 5=3, 得 

ai=1l。 央 此 ， 吃 =2， 于 是 


4 一 11 十 语 XX 十 3 


(XxX— 1)itx— 2) 


4 2 之 3 


一 十 一 --- 一 -一 一 一 一 -十 一 -一 
1 (x— 1)2 (x— 1)3 光一 了 
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第 三 章 ”多 元 多 项 式 


【NN 容 提要 】 
一 ”内 容 概述 


多 元 多 项 式 是 一 元 多 项 式 的 自然 扩充 ， 而 一 元 多 项 式 是 多 元 多 
项 式 的 一 种 特殊 情形 。 因 而 在 学 习 了 一 元 多 项 式 的 基础 十， 自然 会 
想到 多 元 多 项 式 的 问题 。 关 于 多 元 多 项 式 我 们 也 可 以 建立 与 一 元 多 
项 式 平行 的 整除 理论 ， 以 及 根 的 在 在 及 求 根 方面 的 有 关 理 论 。 但 鉴 
于 多 元 多 项 式 的 复杂 性 ， 本 音 只 能 讨论 以 下 两 个 问题 ， 

]。 多 元 多 项 式 的 基本 概念 ; 

2。 对称 多 项 式 基本 理论 及 其 应 用 。 


二 ”内容 要 点 


本 章 的 基本 概念 有 ;多 元 多 项 式 、 多 元 多 项 式 的 字典 排列 法 、 
对 称 多 项 式 、 

直 本 结论 是 ， 对 称 多 项 式 基 本 定理 。 

基本 方法 有 : 

1， 将 对 称 多 项 式 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 的 待定 系数 法 

2。 分 母 有 理化 方法 ， 
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三 ”基本 竖 求 


本 章 仅 要 求 读 者 掌握 上 述 的 三 个 基本 方面 (概念 、 结论 , 方 
法 ) 


【内 容 分 析 】 
$ 1 多 元 多 项 式 的 定义 及 运算 


本 节 介 绍 了 多 元 多 项 式 的 基本 慨 念 ， 多 元 多 项 式 的 运算 《加 法 
和 乘法 ) ， 多 元 多 项 式 的 字典 排列 方法 ， 以 及 由 定理 1 给 出 的 关于 
两 个 多 项 式 乘积 的 首 项 等 于 两 个 多 项 式 首 项 之 积 的 重要 性 质 。 这 些 
内 容 都 是 全 章 的 基础 . 

为 了 加 深 对 多 元 多 项 式 基 本 特点 的 认识 和 理解 ， 有 必要 回顾 -~ 
下 一 苑 多 项 式 ,， 而 将 风 元 多 项 式 与 一 元 多 项 式 加 以 比较 . 

它们 的 区 别 是 ， 

1。 在 一 元 多 项 式 的 标准 形式 中 〔 即 合并 同类 项 后 》 次 数 相 同 
的 项 内 有 一 项 。 可 以 按 升 瞪 (或 蜂 器 ) 排列 .而 在 多 元 多 项 式 中 ， 
次 数 相同 的 项 可 能 不 只 一 项 ， 因 而 ， 不 能 按 升 镶 〈 或 降 徘 ) 排列 . 
次 由 ， 无 法 区 别 次 数 相同 项 的 先后 闫 序 ， 于 是 ， 纵 出 了 字典 排列 
法 ， 

2. 在 一 元 多 项 式 中 ， 次 数 相同 的 项 称 为 同类 项 ， 但 在 多 元 多 
项 式 中 ， 次 数 相同 的 项 ， 有 的 是 同类 项 ， 有 的 不 是 同类 项 。 多 元 多 
项 式 的 同类 项 是 指 有 相间 指数 组 的 两 个 单项 式 。 因 而 次 数 相同 的 两 
个 单项 式 可 能 指数 组 不 同 ， 所 以 ， 有 的 不 是 同类 项 ， 

3。 一 元 多 项 式 的 首 项 是 指 次 数 最 高 的 项 ， 然 而 在 多 元 多 项 式 
中 次 数 最 高 的 项 不 一 定 是 首 项 ， 它 的 首 项 是 按 各 项 指数 组 的 先后 顺 


319. 


序 而 定 的 。 因 为 在 字典 排列 法 中 ,每 一 项 对 应 一 个 指数 组 ， 而 指数 
组 之 癌 规 定 了 先后 关系 。 所 以 ， 各 项 间 的 先后 关系 也 就 相应 确定 
了 ， 首 项 当然 就 唯一 确定 了 . 

卿 元 多 项 式 与 一 元 多 项 式 相同 的 地 方 是 在 加 法 与 乘法 运算 方面 
没有 本 质 区 别 。 加 法 ， 实 际 上 就 是 把 同类 项 合并 起 来 ， 不 是 同类 项 
的 项 用 “+ ”号 连接 起 来 。 乘 法 则 是 把 一 全 多项式 的 各 项 分 别 磁 以 另 
一 多 项 式 的 各 项 ， 然 后 把 同类 项 合并 起 来 ， 不 是 同类 项 的 项 用 “+” 
号 连接 起 来 ， 


§ 2 ”对称 多 项 式 


对 称 多 项 式 是 多 元 多 项 式 中 的 一 种 特殊 类 型 ， 在 下 节 我 们 可 以 
看 到 它 在 分 母 有 理化 方面 的 应 用 . 

第 亩 对 称 多 项 式 f(x;，…, x,) 即 指 任意 对 摸 两 个 文字 的 位 置 ， 
Tx，…，X%,) 恒 未 变 ， 那么 f(xy，…，x:) 就 是 对 称 多 项 趟 ， 

钢 FIxXi，xXay， XA) 一 %S 十 各 二 和 
把 其 中 任 两 个 文字 比如 ，xi，xs* 位 置 对 换 ， 那 么 xj1 换 为 zi、 责 x! 讨 
为 Xi 又 %3 不 动 。 所 得 的 多 项 式 还 是 xi，2yx3) 本 身 。 故 上 是 对 称 
多 项 式 ， 

在 对 称 多 项 式 的 集合 中 ， 存 在 一 类 特殊 简单 而 又 重要 的 初等 对 
称 和 多项式， 它们 的 作用 很 像 -一 元 多 项 式 中 的 不 可 约 多 项 式 。 在 那里 
不 可 约 多 项 式 能 生成 全 体 多 项 式 ， 而 这 里 的 初等 对 称 多 项 式 也 能 生 
谍 金 体 对 称 多 项 式 . 换 徊 话说， 每 一 个 对 称 多 项 式 都 可 用 初等 对 称 
多 项 式 表示 出 来 . 而 及， 这 种 表示 法 是 唯一 的 。 上 述 结论 友 定 理 : 
中 不 仅 给 出 详细 证 明 ， 而 且 ， 在 证 明 过 程 中 给 出 了 把 一 个 对 称 多 项 
式 表 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 的 一 种 方法 。 

本 节 定 理 证 明 的 基本 想法 是 ， 对 于 给 定 的 对 称 多 项 式 flxi， 
X29 的 首 项 qx 和 1 x4 x! 构造 由 初等 对 称 多 项 式 组 成 的 单 
项 式 gr= eaot ga at ing 它 的 首 项 与 了 的 首 项 神 同 
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因此 fg = 玉 的 首 项 低 于 了 的 首 项 ， 设 户 的 首 项 为 max X27 wx。 ， 
构造 Ba=osct 2 gn" 则 gz 的 首 项 与 站 的 首 项 相同 。 邦 fi 一 g: 
= 天 的 首 项 做 于 刻 的 首 项 ， 如 此 不 断 的 消去 首 项 ， 得 到 一 捉 对称 多 
项 式 f 了 ,了 pw 让 

设 Bx xz…p2o7 是 某 一 # 的 首 项 ， 由 于 六 是 对 称 多 项 式 ， 
所 以 


中 守 1 守 突 语 《1》 
再 册 f 的 首 项 低 于 了 的 首 项 。 因 而 
Ki C2 ) 


因 & 赴 一 个 确定 的 非 负 癌 数 ， 所 以 ， 满 足 (1) 与 《2 》 的 所 有 不 
同 指数 组 只 能 有 有 限 多 个 。 因 此， 也 只 能 有 有 限 多 个 对 称 多 项 式 
fi 个 等 于 零 ， 从 而 必 有 某 一 s 使 1, = 0。 于 是 有 

1~— gi=f 

fi— gi:= fs 


f,-.—g:=1,.=0 
将 它们 加 起 来 ， 整 理 得 到 
f=gtgt.* ta; 
即 解 决 了 将 f 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 的 问题 ， 
基于 上 述 想 法 ， 当 对 称 多 项 式 f 给 定 后 ， 其 首 项 的 指数 组 就 确 
定 了 ， 因 为 每 一 项 都 唯一 确定 一 个 指数 组 ， 不 同 的 指数 组 决定 了 不 
同 的 项 ,所 以 ,我们 可 以 把 小 于 (或 称 后 于 ) 首 项 指数 组 的 所 有 不 
同 指数 组 决定 的 所 有 不 同 项 写 出 ， 而 当 给 定 的 f 是 齐 次 对 称 多 项 式 
时 ， 这 些 不 同 指数 组 的 确定 是 容易 的 最后， 再 用 待定 系数 法 确定 
其 系数 。 
若 给 定 的 对 称 多 项 式 不 是 齐 次 的 ， 首 先 要 写成 一 些 齐 次 对 称 客 
项 式 的 和 ， 然 后， 再 利用 待定 系数 法 把 其 中 的 每 一 个 齐 次 对 称 多 项 
式 表 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 
大 于 定理 的 唯一 性 证 明 ， 我 们 再 做 进一步 解释 ， 
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实际 上 ， 要 证 gly4， Yr，…，Ys) 只 有 一 个 ， 只 须 证 ， 如 果 
Ri ，32，…p 3) 二 32，…，2v) 那么 ， 放 有 
h{gy Oa rs Or) gE G2 rs OO) 
因为 它 显然 等 价 于 ， 如 果 
h{qgy ga ry Gn) = gl0 G1, 全 
那么 ， 必 有 
下 (1 各 二 
令 下 -上 =E， 于 是 去 证 
车 0 和 行 了 


让 (Ci {fia "nn yn) 2 Lb. Oo Eo 
和 ©€1) 
Bb;.1, 1 OL O12 pa 【2 7) 


是 u (go1，…，o.) 中 性 意 两 个 不 同类 的 项 ， 如 果 我 们 能 指出 ， 拒 这 

两 个 单项 式 展开 成 关于 x，…，x, 的 多 项 式 时 ， 它 们 的 首 项 是 不 司 

类 的 ， 因 面 在 它们 的 代数 和 中 自然 不 能 相 消 ， 问 题 就 已 解决 ， 
事实 上 《1) 的 首 项 为 


br Ea 《NE 2 XI 和 


=b: . EX tnxa et thin atn, C3) 
(2 ) 的 首 项 为 

b,, k XI CKIN2) Xman 
一 在， 1n Kilt tin xi2+t + (dy 


因为 (Ki，Kz， Clarorg1,)， 压 ( 3) 与 (4) 的 指数 组 
是 不 同 的 。 否则 ， 很 容易 推出 有; =T15， 即 (ki 和) = (L141;) 得 
出 矛盾 结果 。 从 而 知 (1) 与 (2) 的 首 项 是 不 同 的 ， 

另外 ， 才 充 证 明 以 下 斤 点 。 

1， 讲 义 中 提 到 对 称 多 项 式 的 和 与 积 仍 是 对 称 多 项 式 。 
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事实 上 设 xi op， Bt XI， 2 者 是 区 

于 xi，xz，…，x% 的 对 称 多 项 式 ， 则 对 其 和 

fx ，…，xr)+gfxi …，xXro)= 天 xi xs 的 未 千 量 
施行 任意 对 换 相当 于 在 了 中 与 外 中 萎 行 对 换 。 由 了 与 绰 都 是 对 称 多 
项 式 ， 故 对 其 未 知 量 施行 任意 对 换 后 了 与 & 均 不 发 生变 化 。 从 而 
hxi，Xz， XX4+》 也 不 改变 。 有 即 h(xy，x2，*…，x%:) 是 对 称 多 项 
式 . 

问 法 可 证 对 称 多 项 式 的 积 仍 是 对 称 多 项 式 ， 

2。 对 称 多 项 式 的 多 项 式 还 是 对 称 多 项 式 . 亦 即 , 设 fj， 
了 部 是 关于 Xi，X，…。，x1 的 对 称 甸 项 式 ， 而 8 和 3) 
是 任意 多 项 式 ， 则 g (1，…，jw) 是 关于 Xi，xz，…，Xx， 的 对 称 多 
项 式 ， 

于 实 上 上 设 

有 19 ry Ym = Far Yl yn 
那么 

gtfi, “sy f5) = Zai fr fi 
因为 对 称 多 项 式 之 积 还 是 对 称 多 项 式 。 所 以 ， 竺 一 fi:(i=1,，2， 
0 都 古 对 称 多 项 式 , 它 们 的 积 关 : … 蕉 "也 是 对 称 多 项 式 。 再 由 对 
称 多 项 式 的 和 也是 对 称 多 项 式 得 

Ta .tu 3 


也 是 对 称 多 项 式 ， 


3 5 分 母 有 理化 
本 市 利用 对 称 多 项 式 基 本 定理 给 出 分 母 有 理化 的 一 个 可 行 办 
法 。 而 对 称 多 项 式 理论 的 作用 在 于 ， 


若 把 一 ;分母 有 理化 ， 只 须 找到 一 个 有 理 数 域 G 上 的 以 a 为 


根 的 次 针 项 式 f(x)， 其 个 根 a = 8，@2，…， ai 都 不 是 g(x) 的 
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根 ， 那 么 ， 用 gaz)…g(as) 乘 分 于 ， 分 和 母 ， 这 果 ， 人 分母 g(CDDECoa) 
…g(〔a) 就 实现 了 有 理化 。 这 是 因为 gei》 gtaz)…g(ar) 是 有 理 
数 域 上 关于 cei，az，…，a， 的 对 称 多 项 式 ， 可 表 为 有 理 数 域 上 上 的 关 
于 gy，t2，…，W。 的 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 而 关于 as， 2， 
…， 康 : 的 每 个 初等 对 称 多 项 式 都 等 于 天 x) 的 基 一 个 系数 ， 或 与 f(x) 
的 菜系 数 相 差 一 个 符号 .因为 fx) 十 有 理 系 数 多 项 式 ， 所 以 这 些 
初等 对 称 多 项 式 都 是 有 理 数 。 这 些 有 理 数 的 和 ， 美 , 积 仍 是 有 理 
数 ， 即 gfai)》…g(ar) 是 有 理 数 。 

把 一 个 分 式 的 分 母 有 理化 的 具体 过 程 可 按 讲 交 列 出 的 五 步 进 


这 里 要 指出 的 是 : 
1， 因为 g(a)? 和 是 有 理 系数 多 项 式 ， 故 这 里 选择 的 e 一 定 是 无 理 
数 ， 和 否则 ， 将 不 他 在 从 母 丰 理化 问题 ， 
2。 因 为 & 是 无 理 数 ， 故 以 4x -的 除 fx) 所 得 商 式 9(x) 的 系 
数 bp, 不 都 是 有 理 数 。 
3。 本 节 最 后 提 到 ， 在 解 例 2 的 过 程 中 还 可 以 辱 到 , 步 双 
《4) 与 (5) 也 可 以 不 必 计 算 而 写 册 结果。 事实 上 ， 总 有 
BO) BA) = adr = br sy 
g(a)E(a) Ba) = dd = dy 
而 b.-, 与 ,已 经 在 步骤 (2) ，(3) 中 计算 出 结果 了 。 这 里 ， 
我 们 对 此 再 做 一 些 补 充 说 明 ， 因 为 
1x) = 和 一 让 二 二 1 
dx) 二 和 一 
而 4(x) 是 以 x- & 除 大 xz 得 的 商 式 .ai B62，…， a 是 f(x) 的 二 个 
根 。02，…，a, 是 q(x) 的 rn 一 1 个 根 。 由 韦 达 公式 
ts = 
dd = bet 
又 闫 为 在 例 2 中 了 到 整个 分 母 为 ，g(X) 2 所 以, 50 = as 
从 而 
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可 [GE = Ki" "He 一 b._,, 
Elayg(e) Ba = C2 An = dr, 


显然 ，a* 已 经 在 步 又 2 中 算出 ，b,-: 已 经 在 步骤 3 中 算出 ， 


【例题 选 解 】 


例 1 旗 次 多 项 式 1Xi，x2，…，x,》 如 果 可 以 写成 两 个 多 项 
式 gf{XI X29 …，Xo) 与 天 (xi，x，…， xn 之 积 ， 那 么 ，5 和 都 

证 明 用 友 证 法 ,假设 g 与 & 有 一 个 是 非 齐 次 的 ， 想 法 推出 
也是 非 齐 次 的 记 盾 秆 果 ， 

不 切 假 设 引 是 非 齐 次 的 ， 将 其 表 为 齐 次 多 项 式 之 和 ， 即 

B= gi1T B21t "+g: 
其 中 8 是 最 高 齐 次 部 分 ，8 ,是 最 低 齐 次 部 分 。 于 是 有 
heg=hesthgrt'. thg, 
hg! 的 最 商 次 数 项 一 定 高 于 jg ,的 最 高 次 数 项 ， 这 与 了 = jg 是 齐 次 多 
项 式 矛 盾 ， 故 g ， 瑚 必 都 是 齐 次 多 项 式 ， 

例 2 设 fx xx，…，xn) 是 数 域 三 上 的 # 元 和 多项式， 证明 
fm X29 Xn) = 人 兴 当 且 仅 当 对 下 中 任 一 组 数 ， cr，cz PC 
管 有 jf(c1, cc.) =0， 

证 明 ”必要 性 ， 因 为 f(xi，x1，"…，x.) = 即 指 了 是 罕 多 项 
式 ， 也 就 是 每 项 的 系数 都 是 零 ， 故 对 任 一 组 数 cl，cz，…，c 代 入 
f 中 和 皆 有 F cl，ca，…，c) =0， 

充分 性 ， 我 们 对 未 向 数 的 个 数 用 归纳 法 证 明 ， 如 果 我 们 证 明了 
8 =1 于 ， 即 一 元 多 项 式 时 结论 成 立 。 那 么 ，+ 元 多 项 式 可 以 按 茶 
一 未 知 量 的 升 攻 排 弄 ， 而 把 该 多 项 式 看 成 关于 这 个 未 知 量 的 一 元 多 
项 式 . 其 系数 是 关于 另外 mn- 1 个 未 知 量 的 多 项 式 。 再 利用 归纳 假设 
即 柯 证明。 我们 用 反 证 法 ， 

当 rn= 1 时 ， 即 f 是 一 元 多 项 式 ， 若 jf 二 0， 其 次 数 是 一 个 非 负 整 
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数 ， 故 ftx》 在 数 域 民 上 的 根 是 有 限 的 。 这 与 已 知 条 件 f 在 数 域 Ff 
上 有 无 让 多 个 根 (有 即 对 FF 中 任意 数 c 都 有 ftc)=0) 了 矛盾。 故 
fx) = 0, 

假设 在 rn =--1 时 结论 成 立 ， 那 么 ， 在 n= 上 时， 可 将 f(x,'*'， 
Xi-1， xi 写成 按 xx 的 升 攻 排列 的 形式 ， 


FM 


对 任意 &- 1 个 数 cl，cs，…'， c， ,分 别 代入 上 或 Xl Xa pyXt_1 
中 得 到 关于 xi 的 多项式; 


可 
tcis Ca ry Cr， 二 (cls "yg C1) i 
;一 


= g(xXL) 
这 里 了 ,C00，…，c;-1) 是 xi 的 系数 。 则 当 g(x,) 不 是 零 争 项 式 时 ， 
其 次 数 不 会 超过 六 ， 叉 因为 g(x,) 是 关于 x; 的 一 元 多 项 式 ， 所 以 ， 
它 在 域 F 中 的 根 也 不 会 超过 m ,但 由 已 知 条 件 ， 对 F 中 任意 数 c; 有 


ger) = filc, Ce (er, ‘oy Cess CE) 


一 分 。 

知 g(Xxi) 在 FP 中 有 无 穷 多 根 。 这 就 产生 矛盾 ， 故 g(xi) 是 零 多 项 式 ， 
即 其 系数 ic cot) =0，(i=0，1，2，-"…, 办) 如果 我 
们 广 意 到 这 里 的 Gl，cz，…，ci-， 是 任意 到 的 ， 那么 立刻 可 馈 ， 
上 面 证 得 的 全 实说 明 ， 对 任意 一 组 数 cl，c2s，…， ci-.,， 多 项 式 
fi Xs % 1 的 值 了 Ci， cr- 一 0， 所 归纳 想 设 有 

fitx "1 X=0 (i=0, 1, 1: jp) 
于 是 ， 得 

fxs ry Xs Xi) = 2 fi (xn 机 XXX = 个。 如 
1 是 零 多 项 式 ， 

例 3 设 
fxs Kay ry Xn)= Dxi+ Txlx; 
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试 将 f(x, Ni 人 Xr) 天 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 

解 ” 容 易 看 出 给 定 的 了 恰 是 两 个 齐 次 对 称 多 项 式 的 和 和。 我 们 分 
别 把 每 一 个 齐 次 对 称 多 项 式 用 待定 系数 法 表 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 
珊 式 。 


(1) 设 = Lxi- 2.x! 
肯 项 x*i 的 指数 组 为 2，0，0，…，0。 而 小 于 (或 称 后 于 ) 首 
项 指数 组 的 所 有 不 同 的 指数 组 只 有 
1，1T，0，…，10。 
这 两 个 指数 组 分 中 次 定 
EBISUOI' "=0!, gi=a0' go) "= a0; 
故 
fi= 81+g82=01+002. 
为 了 决定 系数 a ,我们 取 x1= xz=]，xX3= =x:=0， 这 时 f=2， 
2,， 03=]。 所 以 2=4+a 从 而 得 a= -2>， 纯 
fi= 0i- 202, 


《2) 设 


我 们 将 首 项 x1% 的 指数 组 和 小 于 或 称 后 于 〉 首 项 指数 组 的 所 
有 不 同 指数 组 ， 以 及 由 它们 所 决定 的 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 别 表 
表示 如 下 ; 


11 DO B11 = 0 0 3, 

2， Hp， 由， """， 少 Bi = 0 I, -002 

2, 1 1 0, m0, Ba=bo i Tio igs = ho,0 
1，1，1，Ii 00 B4=C00 1g 1031710410 = eg 


rd 


多 项 式 帮 可 以 写成 
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fi=g1+g2t Bat Bg 
=ao0 +a0: + bogs+ eo 
为 了 决定 系数 a ，b ，c 要 对 x, 代 确定 的 数值 ， 其 原则 是 ， 
1。 如 时 要 决定 a ， 那 么 把 xi; 代数 值 后 ， 必 须 保 证 与 a 相 乘 的 
5: 不 为 零 。 如 果 要 人 定 蛋 ， 把 x;: 代 入 数值 后 须 使 与 己 相 乘 的 01 与 03 
不 为 等 ， 
2。 可 使 把 x, 代 以 数 情 后 得 到 的 结 困 越 简 华 越 好 ， 除 要 决定 的 
待定 系数 一 项 外 ， 其 它 项 要 尽 重 设法 使 其 为 4 ， 
基于 上 述 原则 ， 我 们 在 决定 a 时 , 取 和 = 和 =1。 和 二 二 Xi 
=0， 这 时 天 =2, =2， 0g3=1， 03=G4=0， 即 得 2=4+a。 所 
Ma= -2, 
再 取 X11 二 XI 二 XY 二]， 二 三 二。 对 和 于 这 组 数 f2=6, 


人 1 二 3， J: 二 3， og3= 1，, CT 一。 


故 

=27 一 2X32+35 
得 b= -1， 

再 局 xi=%a=x%3=o 三 1， Xs 二 = 这 时 ， fi=12, 

T= T=6, J3=d4, 04=1., 
于 是 

12=4:xX6—2x6:—4x4+6 
得 c = 4， 
从 而 


fi=002— 201 ~ og3+ dg 
这 样 ， f=f1+fa=oit {oi 20 20 oo03t tor, 
例 4 如 果 了 = 宫 一 x 4x+1 的 三 个 限 为 gn， tw，w ,计算 
zoliaz 的 值 


和 解 这 里 Zaias= 2 ala,。 由 韦 达 公式 我 们 知道 ， 关 于 ai， 
1 ,三 1 


Gs，a3 的 每 一 个 初等 对 称 多 项 式 都 等 于 (x) 的 蘑 一 个 系数 或 与 某 一 
| 


系数 相差 一 符号 . 这样 ， 如 果 我 们 能 把 半 称 多 项 式 Zalas 表 为 关于 
al aea 的 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 那么 问题 就 解决 了 、 

我 们 将 首 项 aias 的 指数 组 和 小 于 (或 称 后 于 》 它 的 所 有 不 同 指 
数组 ， 以 及 由 它们 所 决定 的 初等 对 称 多 项 式 列 成 下 表 ， 


3 1 0 B81 = 0 = 0, 
2 2 0 Bi =, oT = 07 
2 1 1 ga=bo igigs1~ = boo 


注意 ， 小 于 首 项 指数 组 的 不 同 指数 组 还 有 (1，1，1，1) 但 因 
2alcz 是 关于 3 个 未 知 量 的 对 称 多 项 式 ， 故 把 这 个 指数 组 合 去 ， 
仿 例 2 中 户 的 做 法 可 得 a= 一 2, bp- 一 1， 
于 是 
二 0102 二 0i02 一 203 一 Cig3。 
这 里 01=1，g2= 一 4，03= -1。 从 而 得 
Taim = — 35, 
例 5 将 分 式 
1 
1+w2-v3 
的 分 母 有 理化 
解 ”我 们 按 书 中 列 出 的 五 个 步骤 进行 。 
1。 当 取 &=w2 -ww3 时 ， 则 有 
gEX) =1+x 
使 得 g(a) 之 值 为 原 分 数 之 分 母 ， 
2. 以 =w 2 一 3 为 根 的 多 项 式 了 (x) = x1 一 10x?+1。 
它 是 这 样 求 出 的 。 
今 
X= 2 -3 
两 边 平 方 得 
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x2=2 一 2 2 3 二 3 
移 项 整理 得 
xz 一 5= -2 6 
两 过 再 平方 
x4 -10x2 + 26 = 24 
xd4 — 10xX*+1=0 
从 而 钙 
jx) = x -10x +1 
必 区 2 一 ww 3 为 棋 ， 
3。 用 综合 除法 求 出 以 x- {A232 一 vw 3) 除 1 (0 的 商 蕊 ， 
27v3 : ww 3 -5 Vs 0 
南 式 GIx) X32 BX- 6 FXtv 2 ty 3, 
4， 并 g lanDe (epg Cw) 的 什 ， 
因为 1，q3，tms 是 q(%) 的 根 。 如 果 能 把 g (42) g (ey gles) 表 为 英 
于 g:，Q3，Q4 的 初等 对 称 多 项 式 的 多项式 ， 帆 书 达 公式 , 再 代 以 
qtx) 的 系数 即 得 g Coz) g Can gfeas) 的 值 ， 
尘 实 上 gtanDg(tanDg{fe) = {1 te (lt+a) (tl +a) 


= 1 + it it Wats tt tt 


rk 


4 tata + C03ta 
= 上 十 如 | 十 好 :二 加 
这 里 go =atatao, 厅 ; 一 让 2 人 3 十 下 3 十 如 3 Os - O00. 
由 所 达 公 式 
O23) rw 0 = - (2 6 +5), 
og = (2 +v 3). 
于 是 
EAE E) =1 to +o +o; 
=—- 2v 3-2 6-4 
-2 2+v 6 +2) 
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65。 以 -2 六 FV 6+2) 对 1 .的 分 母 与 分 


1+w 2- 
子 ， 得 
V2+1w6+2 2 +t 
(1+w 2 3)( 2 + B+2) 4 
即 完 成 了 分 母 有 理化 的 工作 ， 


这 里 针对 无 理 数 分 墅 ， 如 何 确定 g (2 的 构造 是 值得 考 虞 的。 下 

如 讲义 正 交 中 指出 的 它 与 & 的 选择 有 关 。 在 上 上 例 中 如 取 ga=1+ 
2 -V3 时 ，g (Xx) =x， 此 时 tx) 的 构造 虽然 变 得 简单 了 上 了， 但 是 
以 a 为 根 的 1(%) 欧 变 的 复杂 了 ， 因 为 如 令 

X=1+w 2 ~ 3 

xX- 2 3 
两 边 焉 方 ， 得 

Xi DXTE2+3- 2 2 4 

Xi 2x— d= -2 6 
两 边 再 平方 整理 得 

Xo— dx dx + Ix- =D0 
即 久 we=1+w 2 -ww 3 为 根 的 多 项 式 为 

x) = x Axi— dx2+ 16x—8 
这 里 ， 我 们 再 一 次 看 到 于 如 何 恰当 的 选择 e ， 对 计 等 量 的 大 小 是 有 
关系 的 ， 但 无 论 如 何 ，g (x) 总 是 存在 的 。 这 只 要 按 上 面前 选 法 ， 印 
选 整个 分 母 为 & ，g (Co =X 就 可 以 了 ,正文 中 例 2 就 是 这 样 处 理 的 ， 
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第 四 章 消 元 法 


【内 容 提 要 】 
一 ”内容 概述 


解 方程 是 中 学 代数 的 基本 内 容 ， 在 中 学 代数 中 ， 一 方面 研究 一 
元 一 次 、 二 次 方程 的 解法 和 特殊 禹 次 方程 的 解法 ， 同 时 研究 了 解 二 
元 和 三 元 一 次 联 立方 可 组 的 求解 癌 题 。 当 时 是 在 方程 组 有 解 而 且 只 
有 唯一 解 的 情况 下 作 讨 论 的 。 

但 是 ， 从 实际 需要 来 看 ， 一 次 联 立 方程 组 并 不 只 限于 两 个 或 三 
个 未 知 数 ， 而 且 方 程 的 个 数 和 未 知 数 的 个 数 也 未 必 一 定 相等 。 男 一 
方面 ， 对 于 任 一 给 定 的 方程 组 来 说 未 必 一 定 有 解 ， 即 使 有 解 ， 解 的 
个 数 也 未 必 具 有 一 个 ， 

本 竟 是 在 中 学 代数 解 二 元 、 三 元 一 次 联 立 方程 组 的 基础 上 ， 进 
一 步 讨 论 一 般 的 一 次 联 立 方程 组 的 理论 ， 我 们 这 里 称 一 次 联 立 方程 
组 为 线性 方程 组 。 

一 般 线性 方程 组 的 理论 包括 两 个 基本 方面 一 是 方程 组 的 求解 
问题 ， 一 是 所 谓 的 通 解 绪 构 问题 

线性 方程 组 的 求解 问题 包括 下 述 三 个 具体 问题 

(1) 线性 方程 组 的 有 解 条 件 ， 

(2) 在 有 解 情形 下 ， 解 的 个 数 ， 

《3 ) 求全 部 和 解 ， 我们 称 之 为 通 解 ， 
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关于 通 解 的 结构 问题 ， 是 在 方程 组 有 解 的 前 提 下 ， 来 研究 解 之 
疗 的 关系 问题 ， 

本 章 解 决 上 述 两 个 方面 的 问题 ， 是 通过 消 元 法 将 给 定 的 线性 方 
程 组 ， 化 为 同 解 的 线性 方程 组 给 出 结果 ， 


| 新 方程 组 
| 
加 1 十 Elr tNXr+tit CXn 二 他 


XR iar trtit +CarnXn = 


蕊 半 变 换 
永 方 程 组 。 (和 e 变 解 不 衣 ， 
一 一 一 :一 一 | 


六 
0 xn =dy+i 
0x。 =d, ] 
在 此 问 时 ， 为 了 简化 线性 方程 组 的 讨论 ， 以 及 后 面 讨论 的 需 
要 ， 我 们 引进 了 数学 中 一 个 重要 的 工具 一 一 矩阵 ， 通 过 一 般 线 性 方 
程 组 与 其 表示 祭 阵 的 联系 ， 给 出 了 分 离 系 数 法 以 及 矩阵 相 拭 的 车 于 
结果 ， 


1- 


二 ”内容 要 点 
1。 小 本 概念 


线性 方程 组 的 解 与 通 解 、 同 解 ， 

短 阵 、 系 数 阵 与 表示 窍 阵 ; 

初 竺 变换 与 标准 形 ， 

2。 基 本 缚 论 

《1) 初等 变换 是 回 解 变换 《8 1 定理 ) ， 

《2 ) 初等 变换 有 消 元 作用 〈$ 2 定理 1)》 ; 

《1) 和 《2》 给 出 了 用 初等 变换 解 线性 方程 组 的 消 元 法 。 
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( 3) 线 狂 方程 组 右 解 的 条 性 ; 解 的 个 数 ， 通 解 的 形式 〈8 2 
定理 2) 

C4) 性 一 下 xf 矩阵 丰 都 可 作 行 的 初等 究 摘 化 为 B 型 阵 ， 即 
与 BB 相抵 (8 2 定理 4)， 

《5) 任 --n 阶 方 阵 郁 可 作 行列 的 初等 变换 化 为 上 CF) 
三 角形 阵 《3 3 命题 1》8 

(C62 任 一 mxn 短 阵 可 化 为 标准 形 【《8 3 定理 ) ， 


让 


3。 基 本 方法 

本 斑 夺 介绍 的 基本 方法 是 初等 恋 换 . 

( 1 ) 用 初等 变换 解 旨 性 方程 组 一 消 元 法 (分 离 系 数 法 》， 
《2) 用 初等 变换 化 科 祭 阵 ， 

《 a) 对 行 作 初等 变换 化 为 了 型 阵 ; 

Cb 对 行 《 列 》 作 初等 变换 化 为 上 CF》 三 角形 阵 ; 
《ce 用 初等 变换 化 标准 形 ， 


三 ”基本 要 求 
《] ) 深入 领会 讨论 求解 问题 的 指导 思想 ; 
《2 ) 切实 掌握 解 线性 方程 组 的 基本 方法 一 消 元 法 ; 


(3 ) 熟练 运用 初等 变换 简化 定 阵 为 ，B 型 了 省 ， 上 、 下 三 角形 
阵 ， 对 角形 阵 ， 标 准 形 阵 。 
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【内 容 分 析 】 
3 1 线性 方程 组 的 同 解 


本 节 首 先 介绍 方程 组 同 解 和 初等 变换 的 礼 您 ， 进 一 步 指出 : 一 
般 线 性 方程 组 经 过 初等 变 措 后 ， 所 得 到 的 方程 组 与 党 方程 组 同 解 
《本 节 定 理 ), 这 个 定理 说 明 ， 线 狂 方程 组 的 初等 变换 是 间 解 变换 . 
因而 ， 由 此 定理 即 可 应 用 初等 变换 将 给 定 的 线性 方程 组 化 简 ， 化 为 
与 记 同 解 而 义 易 于 求解 的 线性 方程 组 ， 
下 面 补充 说 明 几 点 问题 
C1) 线性 方程 组 的 讨论 范围 问题 
本 匣 在 讨论 线性 方程 组 ; 
[a Tmaxzt -TaN = bh 


C2 1X 1 G22 十 十 上 ee bs 


"Ori a Ni eb, 


时 ,给 出 了 一 个 数 起 FF ,一般 地 称 (#) 为 F 上 的 线性 方程 组 ， 其 中 a，,; 
为 数 诚 中 的 数 . 

求 方程 组 (*) 的 解 ， 是 限定 在 数 域 了 PF 中 去 找 n 个 数 ， cis es， 
Cr， 使 x1=c1， 和 =c …， Xs =Cr 时 ，《(#) 中 的 和 鲜 一 个 方 
程 都 成 为 等 式 。 如 果 在 已 中 不 存在 这 样 上 个 数 ， 就 说 方程 组 (* ) 
在 下 中 没有 解 ， 

我 们 知道 ， 一 元 站 (>2 次 方程 在 数 域 了 中 没有 要 ， 但 是 有 可 
能 在 的 扩 域 PF 中 有 根 。( 扩 域 F 指 的 是 包含 F 的 数 域 ， 例 如 ， 实 
数 域 是 和 理 数 域 的 扩 域 》 例 如 任 理 数 域 上 的 二 次 方程 : 

X*—2=0 
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没有 有 理 根 ， 但 是 它 在 实数 域 中 有 根 ， 二 2 。 

这 样 ， 自 然 会 提出 : 数 戌 了 上 的 线性 方程 组 (* ) 在 F 中 没有 
解 ， 那么 它 能 否 在 下 的 扩 域 中 有 解 呢 ? 

关于 这 一 问题 的 贺 答 是 次 定 的 ， 线 性 方程 组 《* ) 在 了 中 没有 
解 ， 则 〔〈*》 在 包含 下 的 任 一 扩 域 中 也 一 定 没 有 和 解 ， 其 论据 作为 一 
个 问题 ， 请 读者 到 2 中 去 诗 找 管 案 ， 

《2) 关于 同 解 概念 

定义 1 所 定义 的 同 解 的 概念 ， 在 两 个 线性 方程 组 (含有 相同 未 
知 数 ) 无 解 时 ， 认 为 通 解 相等， 

《3 ) 关于 线性 方程 组 的 初等 变换 . 

方程 组 的 初等 变换 的 定 尽 。 只 和 包含 两 种 :一 是 倍 法 变换 ， 另 一 
是 消 法 变换 。 但 是 ， 通 过 若 于 次 初等 变换 可 以 交换 方程 组 中 任 二 方 
程 的 次 序 ， 而 且 ， 可 及 证 明 呈 用 消 法 变换 ， 也 可 以 交换 任 二 方程 的 
次 序 ， 不 过 其 中 有 一 个 方程 要 其 一 个 负 号 ， 

由 此 ， 对 于 线性 方程 组 的 癌 解 变换 来 说 ， 又 得 到 一 个 交换 任 二 
方程 次 序 的 变 措 ， 我 们 称 它 为 换 法 变换 ， 

在 初等 变换 中 ， 这 该 充分 注意 到 消 法 变换 是 一 个 非常 重 划 的 变 
换 ， 它 在 化 简 方 程 组 的 过 程 中 的 作用 ， 将 在 下 一 节 可 以 看 到 ， 

( 4) 大 于 消 法 变换 应 该 注意 ,定义 要 求 是 把 第 i 个 方程 的 倍加 
到 第 j 个 方程 上 ， 而 不 是 把 第 j 个 方程 加 到 第 i 个 方程 的 Kk 倍 上 ， 

上 述说 法 一 方面 不 人 台 定 多 的 要 求 ， 另 一 方面 ， 如 果 这 种 变换 也 
算是 消 法 变换 ， 那 么 ， 由 于 下 为 数 域 卫 中 任意 数 ， 当 取 & = 0 时 ， 把 
第 了 个 方程 加 到 第 i 个 方程 的 kk 倍 上 ， 则 原 方程 组 将 化 为 ; 


0 x i) + 
(7) 
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上 面 的 方程 组 的 第 i 个 方程 与 第 ;个 方程 相同 ， 而 且 不 包含 原 
方 穆 纽 的 第 i 个 方程 ， 容易 想象 ， 这 个 方程 组 与 原 方程 组 一 般 说 来 
是 不 会 同 解 的 . 

这 样 一 来 ， 这 种 消 法 变换 在 解 方 程 组 中 ,自然 没有 意义 , 因 
上 比 ， 从 解 线性 方程 组 的 角度 来 看 ， 消 法 变换 必须 定义 为 ， 把 第 个 
方程 的 k 信 加 到 另 一 个 方程 上 . 

(5 ) 傍 法 变换 定义 中 所 涉及 的 数 上 ， 要 求 必须 不 等 于 0 。 理 
则 ， 如 果 人 允许 k= 0 时 ， 那 么 用 0 乘 方程 组 的 一 个 方程 后 ， 所 得 到 的 
方程 组 与 原 方程 组 显然 不 能 同 解 。 因 此 ， 从 解 线性 方程 组 的 角度 来 
看 ， 倍 法 变换 必须 定义 为 ， 用 不 等 于 0 的 数 K 乘 方程 组 中 的 一 个 方 
程 ， 


3 2 线性 方程 组 的 一 种 解法 一 一 消 元 法 


本 节 在 上 节 的 基础 上 给 出 了 请 元 法 ， 从 而 解决 了 线性 方程 组 理 
论 的 第 一 个 问题 :方程 组 的 求解 问题 。 

定理 1 给 出 了 解 线 性 方程 组 的 具体 方法 一 一 消 元 法 :定理 2 在 
定理 1 的 基础 上 给 出 了 线性 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 、 解 的 个 数 
以 及 通 解 的 表达 式 ， 这 两 个 定理 是 本 节 的 主要 结果 ， 

本 节 在 后 一 部 分 ， 为 了 进一步 深入 研究 线性 方程 组 的 理论 ， 以 
及 以 后 讨论 的 需要 ， 引 进 了 短 阵 的 概念 。 而 且 ， 通 过 线性 方程 组 的 
表示 害 阵 ， 应 用 对 矩阵 的 行 作 初等 变换 ， 给 出 了 解 线性 方程 组 的 分 
离 系 数 法 ， 

分 离 系 数 法 的 理论 依据 其 定理 3 和 定理 4 ,其 中 的 定理 3 说 明 ，, 以 
促 阵 为 工具 通过 线性 方程 组 的 表示 矩阵 ， 用 和 矩阵 的 行 初等 变换 解 线 
性 上 方程 组 的 可 能 性 ， 而 定理 4 则 提供 了 度 用 定 阵 的 行 初等 变换 解 线 
性 方程 组 的 具体 必 法 ， 以 后 , 解 线 性 方程 组 ,总 用 分 离 系 数 法 去 作 . 

上 下面 补充 说 明 玫 点 问题 

《1)》 关于 年 阵 定 愉 有 关 的 儿 个 问题 
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本 节 与 扎 阵 有 关 的 定义 有 下 个 : 

定义 1 和 完 阵 的 定义 ; 

定 尽 2 ”人知 阵 站 等 的 定义 ; 

定义 3 和 窍 阵 的 行 初等 变换 玖 定 义 ， 

定义 4 目 阵 的 《 行 ) 相抵 的 定义 ， 

定 光 工 说明 什 么 是 宅 阵 ， 应 该 注意 ， 从 形式 上 看 ， 第 阵 就 是 体 
现 一 组 数 的 位 置 关 系 的 一 个 表 ， 它 能 描述 我 们 所 讨论 的 对 象 . 

在 数学 中 刻 划 某 些 事物 ， 有 了 时 可 以 用 一 个 数 ， 例 如 ， 可 用 一 个 
实数 表示 实数 轴 工 的 一 个 点 。 但 是 ， 有 时 却 人 不行。 例如， 在 解析 几 
何在 ， 我 们 已 经 知道 确定 平面 上 的 点 需要 两 个 数 ， 而 确定 空间 的 一 
个 后 则 需要 三 个 数 。 

又 如 ， 斑 定 一 个 一 元 于 光 多 项 式 ， geX" a,_ ,XI+ .+aix 
+ 人 则 而 要 n+ 1 个 数 ， 确 定 一 个 含 n 个 末 知 数 、m 个 方程 的 线性 
方程 组 : 

OX +t aRz + 十 如 | = bh 


HNL t 22N2 + or a Xn = hy 


“On X14 A K+ 

则 需要 1x G4 + 了 个 数 ， 

确定 一 个 n 元 线性 方程 组 的 解 则 需要 个 数 ， 

在 上 述 的 各 例 中 ， 确 定 我 们 记 研 究 的 对 象 的 这 组 数 ， 是 一 个 床 
体 ， 分 开 来 谈 是 没有 意 交 的 。 

因此， 年 阵 实质 上 是 对 数学 研究 的 对 象 的 一 个 抽象 。 就 特殊 的 
具体 销 况 来 看 ，2 x 1 和 3 x 1 矩阵 可 能 表示 的 是 平面 和 空间 的 点 ;一 
个 nx1 短 阵 表 示 的 可 能 是 一 个 n 元 线性 方程 组 的 解 ; 一 个 mx (tn 
+ 了 区 阵 圾 示 的 可 能 是 一 个 含 上 个 未 知 数 、 靖 个 方程 的 线性 方程 
组 . 

其 次 ， 关 于 两 个 矩阵 相等 的 规定 ， 首 先 要 求 4 和 了 必须 是 同型 
符 阵 ， 即 4 与 寻 的 行 数 和 列 数 必 须 对 应 相等 。 在 此 前 提 下 ， A=8 
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当 且 人 私 当 A&A 与 B 中 对 应 位 置 的 元 素 吏 相等 . 
出 此 定义 ， 洲 4 = B, 则 必 有 贫 有 有 有，a; ; =pi 此 处 ai 和 Di 分 
别 是 克 和 B 中 前 第 i 行 第 站 列 元 素 ， 
肥 之 ， 才 有 ai=pb:i， 则 有 A=B， 
根据 矩阵 相等 的 规定 ， 我 们 在 以 后 的 讨论 4， 常 把 一 组 等 式 通 
过 知 阵 来 表示 。 例 如 ; 
x1= bi 
X2 = b2 
Xn =pb, 


可 表 为 : 


站 


出 可 拱 如 性 方程 组 ， 
HNL 2X = by 


Hz + 人 32 十 二 i 二 Ds 


如 1X1 A N+ + Xn = ba 


表示 为 
D111 二 IZ2R2 + 十 b) 
O21X1 十 22X23 二 "++ine 1_| bz 
1 已 。 
这 称 形 示 方 法 显然 简洁 ， 龙 其 是 ， 当 引进 怎 阵 的 运算 之 后 ， 我 
们 将 会 进一步 看 到 它 的 优越 性 ， 
事实 上 ， 当 本 节 引 进 矩 阵 作为 工具 后 ， 分 离 系数 法 就 已 说 明了 
知 阵 作 为 工具 的 效用 . 


主义 3 和 定义 4 是 就 矩阵 的 行 定义 的 ， 在 下 节 将 抬 它 引申 为 
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列 。 此 处 所 以 就 行 给 出 定义 ， 万 是 出 于 解 线性 方程 组 的 需要 ， 

关于 符 阵 的 行 初 等 变换 的 定义 应 注 普 之 处 ， 与 线性 方程 组 的 初 
等 变换 相间 ， 此 处 不 再 缆 述 . 

《2) 甘于 B 刑 阵 

定理 4 中 所 提 到 的 下 型 阵 是 一 个 非常 重要 的 特殊 阵 ， 它 的 形状 
是 ， 有 了 个 特殊 列 ， 每 个 列 上 只 有 一 个 1 ， 其 余 元 素 都 是 0 ， 而 且 
这 上 个 列 的 元 素 1 ， 分 布 在 不 同 的 了 个 行 上 上， 另外， 这 个 宪 阵 和 第 
r+ 1 行 《如果 存 让 ) 以 后 的 各 行 元 素 部 等 于 0. 

一 般 虹 ， 考 察 一 个 阵 妇 是 不 是 B 型 阵 ， 先 看 4 中 非 间 的 行 (元 
未 不 都 等 于 0 的 行 》 有 几 个 ， 例 如 是 7 个 时 ; 然后 再 看 万 中 自 第 
t+1 行 开始 ， 以 后 各 行 是 否 都 是 0， 最 后 再 看 4 各 中 是 否 存 在 上 述 
的 了 个 特殊 列 ， 

关于 召 型 阵 ， 更 重要 的 是 要 掌握 ， 对 已 知 什 阵 作 行 的 初等 变换 
化 为 相抵 的 B 型 阵 的 作法 ， 

其 其 体 作法 是 ， 

《ET) 假定 4 的 元 素 不 全 为 0 。 狗 看 4 的 第 一 行 元 素 是 否 全 为 
0 ， 如 果 4 的 第 一 行 元 素 全 为 6 ， 则 可 对 4 的 行 作 换 法 变换 ， 使 得 
4 与 一 个 第 一 行 元 素 不 全 为 0 的 窗 阵 相 插 ， 所 以 化 B 型 阵 时 ， 不妨 
恨 定 4 的 第 一 行 元 素 不 全 为 0 

(I 设 4 的 第 一 行 申 第 产 全 元 东 G 挟 0， 对 4 的 第 一 行 作 售 法 
变换 ， 用， 乘 4 的 第 一 行 ， 得 到 

(i 


号 a 1 mi 者 
六 一 一 “ ba * = 二 1 
开 fr b 中 党 


《下 ) 对 4: 的 行 作 消 法 变换 ， 把 4 的 第 已 列 除 第 一 个 元 素 外 ， 
其 余 的 元 素 都 化 为 0 。 为 此， 把 第 一 行 的 -bi 信 ， -三 倍 ，… 
一 已 信和 依次 加 到 入! 的 第 2 ;» Sy ry m 行 上 ， 出 得 到 : 
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(i1) 


六 一 太一 可 ea 0 于 rr 雪 -: 和 : 
并 er 0D 站 nr 入 


如 果 As 自 第 二 行 开始 以 后 各 行 元 素 剖 为 0 时 ， 则 hs 已 是 也 型 
阵 ， 否则 作 下 一 步 : 
(WW)》 对 和 4 的 后 m 一 1 个 行 重复 上 述 (1 一 (1) 这 三 个 步骤 ; 
从 第 二 行 中 选取 一 个 元 素 bs0， 设 在 4: 的 第 1: 列 上 ， 然 后 用 二 乘 
43: 的 第 二 行 ， 使 得 第 二 行 第 己 列 元 素 化 为 1 ; 
Gy 人 


址 一 上 几 1 一 贞 ; 一 四 [a a 中 续 二 
站 a [和 a 次 本 并 | 


对 3 汐 行 作 消 潜 变换 ， 把 记 列 除 第 三 个 元 素 外 ， 其 余 元 率 都 化 为 0 
“仿古 》 去 作 》， 得 到 ; 


Ci) (72) 
0 
| 别 - wa 站 rn ] Hn 就 
A 其 ‘ns 心 av 性 ea 美 和 * 


«0 0 
若 丰 : 自 第 三 行 开始 各 行 元 素 都 为 0 时 , 则 4 为 瑟 型 阵 ， 如 若 不 然 ， 
由 于 4 为 处 XH 扮 阵 ， 其 行 数 是 m 个 ， 所 以 重复 上 述 (1) 一 (下 ) 这 
三 个 步骤 ， 到 有 限 次 ， 总 能 志和 刀 化 成 相抵 的 型 阵 ， 

C3) 化 B 型 阵 计 算 过 程 中 访 注 总 的 一 个 问题 
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化 日 型 阵 时 ,为 了 得 到 特殊 列 上 的 1 ,在 .上述 具体 作法 中 ， 用 的 
是 偿 法 变换 《第 王 步 )。 由 于 ， 在 os1 时 ， 汪 为 分 数 ， 所 以 用 牙科 
和 的 一 个 行 之 后 ， 所 得 到 的 矩阵 的 一 个 行 ， 一 般 来 说 此 行 的 元 素 将 
会 出 现 分 数 ， 下 次 的 计算 步骤 将 会 因为 出 现 分 数 而 更 加 麻烦 。 因 
此 ， 如 果 能 通过 消 法 变换 化 出 1 ， 一 般 情 形 下 我 们 不 使 用 信和 法 谈 
换 。 


酌 如 ， 化 
2 5 3 9 6 
A: 13 6 4 8 4| 
14 7 5 9 5| 


1 5 如 8 0 6. 
为 号 型 也 ， 为 使 第 一 行 中 的 第 一 列 元 素 化 为 1 ， 可 应 用 消 法 变换 ， 
将 4 的 第 二 行 的 - 1 倍加 到 种.- 行 上 ， 得 到 ， 


[i -1 -1 1 | 
A 3 6 和 4 8 1 
4 7 5 9 5 
D 3 8 i0 6 
如 果 不 这 样 作 ， 而 用 子 线 4 的 第 一 行 时 ， 则 
5 3 9 
| 2 3 2 | 
4 3 6 4 8 4 
4 7 5 9 5 
3 8 BB 10 6 


继续 下 一 步骤 时 ， 就 将 出 现 分 数 的 计算 ， 当 然 不 如 上 面 的 形式 方 
便 。 

有 时， 当 一 个 和 矩阵 的 元 素 中 出 现 分 数 时 ， 则 可 通过 倍 法 变换 化 
为 整数 去 作 ， 
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总 之 ， 不 论 是 应 用 初等 变换 化 日 型 阵 ， 或 是 解 方程 组 ， 要 尽量 
避免 复杂 的 计算 事实 上 ， 这 种 想法 在 所 有 计算 中 ， 者 应 该 作为 一 
种 指导 思想 ， 

《4) 与 入 相抵 的 B 型 阵 的 叭 一 性 问题 

由 于 换 法 变换 可 经 过 若干 次 行 初 等 变换 得 到 ， 所 以 ， 把 8 型 阵 
的 前 7 行 中 的 任意 两 行 交换 位 置 ， 则 所 得 到 的 人 省 是 8 型 阵 。 例如， 


1 0 2 5 
ar-| : 1 全 ;| 
0 0 0 


0 
是 中 型 阵 ， 当 交换 第 … 行 与 第 一 行 时 ， 得 到 ， 
2 
3 
0 


1 0 
“| ] 


0 0 
显然 ，4: 也 是 如 型 阵 ， 
所 以 ， 当 和 与 也 型 阵 4 相抵 时 ， 也 必 与 A。 相抵 ， 由 此 可 知 ， 

号 航 相 抵 的 纪 型 阵 不 只 一 个 ， 

《5) 分 离 系数 法 的 县 性 解 题 步 双 
Ca) 先 写 出 纵 定 的 线性 方程 组 的 表示 和 矩阵， 
Cb) 对 表示 第 阵 欧 行 作 初 等 变换 ， 把 系数 阵 的 部 分 《 即 袁 示 

第 阵 的 前 个 列 ) 北 为 B 型 阵 ; 

(c) 根据 定理 2 指出 ， 

1 :方程 组 是 否 有 解 ; 

2 ) 如 果 有 解 ， 指 出 解 的 个 数 ， 

3 ) 写 出 通 解 的 表达 式 〈 在 有 无 穷 多 个 和 解 时 ) 或 给 出 具体 的 解 

《在 有 唯一 解 时 》 。 


人 
ee 
定 
二 一 
ee Nl 


Y 3 和 矩阵 在 初等 变换 下 的 标准 形 
为 了 解 线性 方程 组 ， 上 节 讨 论 了 抢 阵 行 的 初等 变换 和 此 阵 的 行 
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相抵 的 概念 .本 节 在 此 基础 上 进一步 引申 ， 给 出 了 和 矩阵 列 的 初等 变 
换 和 列 相抵 的 概念 。 
关于 惠 阵 的 行 相抵 和 列 相抵 ， 本 节 给 由 了 下 述 绪 黑 ， 

(C1) 和 任 一 4& 阶 方 阵 行列 》 相抵 于 上 《下 》 三 角形 方 了 泗 ， 即 
尾 一 nn 阶 方 阵 都 可 连续 作 若 于 次 行 ( 列 ) 的 初等 变换 化 为 上 【于 ) 
三 角形 方 阵 (命题 2 ， 

2) 和 任 一 nn 阶 方 阵 都 可 连续 作 若 干 次 行 《 列 》 的 消 法 变换 化 
为 上 CF) 三 角形 x 阶 方 阵 ; 

(3) 任 一 mxn 矩阵 都 与 标准 形 和 矩阵 


相抵 ， 

下 面 补充 说 明 几 点 问题 

C1》A4 相 抵 的 标准 形 矩 阵 的 唯一 性 问题 

本 节 定 理 给 出 ， 任 一 m xn 矩阵 入 都 相抵 于 标准 形 抢 阵 ， 

-1 
i 
1 
0 有 

这 个 定理 的 证 明 是 在 8 2 定理 3 的 基础 上 作 的 .由 于 与 4 相 括 
的 B 型 阵 不 是 唯一 的 ， 白 然 会 想到 ，A 相 托 的 标准 形 记 阵 的 唯一 性 
问题 ， 在 以 后 可 以 证 明 。A 相 抵 的 标准 形 矩 阵 只 有 一 个 ， 

(2 ) 关于 分 类 

分 类 是 研究 集合 任何 -- 些 没有 重复 的 事物 的 总 体 ) 的 一 种 方 
法 ， 把 一 个 集合 分 成 若 了 集 ， 通 过 子 集 的 性 质 去 推测 集合 整体 的 
性 质 。 秆 么 叫 集合 的 分 类 呢 ! 粗略 地 说 , 设 妇 为 一 个 集合 。 As As， 
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…， 4.，… 是 4 的 一 纽 子 集 ， 用 记号 ; 
= 

表示 .如 旷工 满足 ， 

(a) 每 个 子 集 4; 不 是 空 集 〈 即 4 ,一 定 含 有 4 中 的 元 素 ) 

(5) 任意 两 个 子 集 4, 和 A ,不 含 公共 元 素 ， 亦 即 ，4; 中 的 每 
个 元 素 不 能 含 在 4, 中 ，4 ,中 的 每 个 元 素 也 不 含 在 A i 中; 

《c) 把 每 个 子 集 4 6 =1，2，…) 中 的 元 如 人 台 起 来 怡 为 集合 
各 的 所 有 元 素 ; 

则 称 三 = {4:，4:，…，4。，…} 是 集合 4 的 一 个 分 类 ， 每 个 
子 集 4, 叫做 在 此 分 类 民 之 下 的 一 个 类 

下 面 米 看 两 个 例子 ， 

例 1 令 FF,, 是 数 域 FE 上 全 体 mwxn 秆 阵 的 集合 ， 

设 太 = {FP。x: 中 所 有 与 A 相抵 的 矩阵 }, 出 F,, ,的 子 集 的 集合 ， 
3 ={4， 日 ，…} 就 是 F。. ,的 一 个 分 类 ， 

事实 上 ， 由 于 4 一 4， 所 以 工 中 每 个 元 素 4 都 不 室 ， 即 (a) 成 
了 立 ; 

由 于 Pu ,的 每 一 个 下 阵 4 必 在 一 个 类 4 中， ( 困 为 4 一 4) ， 
所 以 所 有 子 集 4，B ，… 合 起 来 构成 F.、,， 即 (e) 成 立 ， 

下 面 说 明 (b) 成 立 , 设 A4 和 B 是 两 个 不 同 的 杆 集 ， 如 果 含 有 公 
共 元 素 C (为 Fx :的 元 素 ) ,出 CEA，CEB。 由 于 入 中 的 每 个 
元 素 都 与 4 相抵 ， 瑟 中 的 每 个 元 素 都 与 也 相抵 ， 所 以 有 

Am, Bt 

由 相抵 的 对 称 性 有 :C 一 B， 再 由 相抵 的 传递 性 ， 即 有 ，4 一 了 ， 

于 是 ， 对 子 B 中 的 任 一 元 素 基 ，B 一 净 ， 由 A 一 B， 则 有 4A 一 义 ， 

上 上 面 事实 说 明 ，B 中 的 每 个 元 素 都 与 4 相抵 ， 所 以 吾 中 的 所 有 
的 元 素 都 应 该 在 4 中 ， 问 理 ， 由 A 一 C， 有 C-，A， 再 由 BC， 则 有 
BA, 

条 令 了 为 4 中 任意 元 素 ， 则 有 :4 一 Y、 由 “8 一 4， 即 得 : 
BY., 


由 此 可 知 ，A4 中 的 每 个 元 素 都 与 召 相抵 ， 因 此 ，4 中 的 所 有 元 
素 也 部 含 在 百 中 ， 有 从 而 有 二 = 召 ， 与 4 和 吾 是 两 个 不 同 的 子 集 相 矛 
盾 ， 

所 以 ， 芋 中 任 二 不 同 的 子 人 类 没有 公共 元 素 ， 于 是 (pb 成 立 。 

总 于， 训 以 看 出 五 = {下 ，B， 一 } 是 F,. ,的 一 个 分 类 ， 

上 而 的 分 类 ， 是 就 P。.。 中 两 个 元 素 是 否 相 抵 作 的 。 以 后 在 第 
七 章 中 还 将 接触 到 和 些 阵 的 其 它 分 类 ， 

下 面 香洲 大 一 个 例子 ， 

例 2 令 Z 蚌 整数 集 ， 作 2Z 的 子 集 如 下 : 

Zo 一 {4m|m 为 任意 识 数 }， 

Zi +dHT IE 为 任意 整数 朋 

22= {4m+2|m 为 任意 整数 }，; 

23= 44m+3]|m 为 任意 整数 }， 

的 上 述 四 个 子 集 ， 其 实 是 按 着 用 4 除 所 有 整数 ， 余 数 相 同 的 
壁 数 放 在 一 起 构成 的 。 于 厦 ， 卫 = {Zo，Z1，Z:，Zs} 是 整数 党 工 的 
一 个 分 类 ， 

(a) 每 个 Z,(i=0,1,;2,3) 显然 是 非 空 的 ，; 

(5b) 三 中 任意 两 个 元 素 Z; 和 2Z; 不 含 公共 元 素 ; 

Cc) 任 一 整数 必 在 基 一 子 梨 Z; 中 ， 所 以 Zo，Z1，Z2，Z3, 合 
起 来 即 得 到 整数 集 Z， 

由 此 可 知 ， 卫 是 整数 集 了 指 一 个 分 英 ， 

从 上 述 两 个 例子 可 以 看 里 ， 及 属于 回 一 类 的 元 素 都 其 有 同一 性 
质 ， 而 在 不 同 的 类 申 的 元 素 具 有 着 不 同 的 性 质 。 从 另 一 个 方面 去 
看 ， 凡 在 同一 类 的 元 素 都 有 某 种 关系 ， 而 在 不 同 的 类 的 元 素 之 问 都 
设 有 这 种 关系 。 

例如 ， 就 例 1 来 看 ， 属 于 同一 个 类 的 两 个 矩阵 有 相抵 的 关系 ， 
不 在 同一 类 的 元 素 必 不 相抵 ; 就 例 2 来 看 ， 属 于 同一 类 的 任意 二 骆 
数 之 主公 为 4 整除 ， 或 省 可 内 说 ， 用 4 除 余数 相同 (在 整数 论 中 说 
成 为 以 4 为 楼 同 余 ) 不 在 回 一 类 的 两 个 整数 之 差 不 能 被 4 整除 ， 
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或 者 可 以 说 ， 用 人 4 除 余 数 不 相 同 《也 说 成 为 : 以 4 为 模 不 同 余 ) 。 

一 般 阅 来 ， 集 全 的 任何 一 个 分 类 ， 都 是 利用 元 素 之 间 的 某 种 关 
系 得 到 的 。 面 能 够 给 集合 确定 一 个 分 类 的 是 一 种 特殊 的 关系 。 下面 
就 来 介绍 这 种 特殊 关系 。 

设 “一 ”表示 党 全 于 的 元 素 间 的 一 个 关系 ， 如 果 对 中 两 个 元 素 
0, 怠 符 合 这 个 关系 ， 就 记 作 ，a~b， 

如 果 一 是 好 的 一 个 关系 ， 且 具有 : 

(a) 上 反 身 性 对 于 M 中 任意 元 素 a 米 说 ，a~~a 

(5) 对 称 性 若 a~8, 则 b~a 

(tc) 传递 性 车 a~b, b~e, 则 a~e 
就 说 一 是 集合 型 的 一 个 等 价 关 系 。 

可 以 证 明 ; 

集合 于 的 一 个 等 价 关 系 决定 丰 的 一 个 分 类 ， 

证 期 

应 用 以 的 等 价 关系 ~~ 确 定 丰 的 子 集 ， 

a= {hla~b, bEM} 

即 a 中 的 元 素 是 由 所 有 与 a。 有 关系 的 元 素 组 成 的 ， 把 这 样 作出 
的 M 的 记 有 不 同 的 子 集 放 到 一 起 ,用 表示 , 即 Z ={fas P， 
Cc, "os 

下 面 证 明 工 是 集合 计 移 一 个 分 类 ， 

Ca》 对 于 任 一 子 僻 4 来 说 ， 因 为 a~a, 所 以 在 4 中 ， 即 民 
中 的 每 个 a 都 不 是 空 集 ， 

(b) 车 9 起， 兴 证 a 与 5 不 会 公 共 元 素 ， 

假定 c 是 a 与 b 的 公共 元 素 , 即 a 3c， b3ec, 故 有 ee， 
bce. 

因为 一 是 等 和 价 关系 ， 所 以 ， 由 bc 有 c 一 8 从 而 由 a~ve 可 以 得 
到 ， a~b., 

令 x 为 b 中 任意 元 素 ， 则 有 ，b~x。 由 ga~b， 则 有 a~x { 因 
一 有 传递 性 》，。 
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上 述 结 果 说 明 ， 中 每 个 元 素 x 都 与 有 关系 ， 所 以 按 着 上 面 
子 集 的 分 法 ， 则 有 xE a， 努 6 中 的 所 有 元 素 都 在 a 中 ， 

同 理 可 证 ，a 中 的 所 有 元 素 也 都 在 忆 中 ， 于 是 得 到 e = b， 这 
与 前 边 的 假定 相 了 矛盾 。 所 以 a 与 b 不 能 含 公共 元 素 ， 

(c) 因为 M 中 的 每 个 元 素 a 都 属于 中 于 集 a ， 所 以 中 所 
有 子 集合 起 来 即 得 到 集合 对 ， 

这 样 ， 就 证 明了 上 述 的 命题 ， 

由 这 个 命题 可 以 看 出 ， 在 本 节 定 义 了 和 抑 阵 的 相抵 关系 之 后 ， 为 
仕 么 又 进一步 推 证 了 相抵 关系 是 等 价 关 系 。 困 为 ， 只 有 在 得 知 相抵 
关系 是 等 价 关 系 ， 才 可 按 着 矩阵 是 否 相抵 进行 分 类 。 类 似 的 作法 ， 
在 以 后 的 讨论 中 还 会 再 次 出 现 。 

‘3 ) 关于 矩阵 4 与 其 相抵 矩 距 吾 之 间 的 表 法 

上 节 和 本 节 我 们 约定 用 D; (ke) 表 示 倍 法 变换 ， 用 P;， 全) 表示 消 
法 变换 ， 用 CCi， 站 表示 换 法 变换 ， 

如 果 作 的 是 行 的 初等 变换 ， 就 把 符号 写 在 联结 二 矩阵 的 箭头 ， 
一 > 的 上 方 ， 邵 果 作 的 是 列 的 初等 变换 ， 则 把 符 号 写 在 -一 的 下 
方 。 

需要 提出 的 是 , 消 法 变换 P; ; (x) 表示 行 的 消 法 变换 时 ， 其 作用 
是 把 抢 阵 的 第 ;了 行 的 天 倍加 到 第 庆 行 上 ;如果 Pi (%) 表示 列 的 消 法 
变换 时 ， 其 作用 是 把 抢 阵 前 第 i 列 的 & 信 若 到 第 7 列 上 ,请 读者 
一 定 要 注意 这 个 同一 符号 在 不 同情 况 下 的 作用 ， 千 方 不 能 混 为 一 
谈 ， 

这 样 ， 有 人 可 能 会 提出 异议 ， 为 什么 要 自 找 麻 烦 ， 用 相同 的 符 
号 表示 相同 的 作用 岂 不 更 好 ? ! 关于 这 一 点 在 第 八 章 我 们 将 会 看 
到 ， 当 引进 矩阵 的 乘法 运算 之 后 ,我们 将 用 符号 P; ; (k) 表 示 一 个 特 
殊 的 n 踢 方 阵 ， 把 它 从 左边 乘 A ， 按 着 和 抢 中 乘法 的 规定 更 出 的 结 
果 ; 刚好 等 于 对 4 的 行 作 消 法 变换 P;， (k)， 把 P,; (k) 从 右边 乘 4 ， 
按 着 矩阵 乘法 的 规定 乘 肝 的 结果 ， 团 好 等 于 对 4 的 列 作 消 法 变换 
P,; (kKk)， 把 第 i 列 的 上 倍加 到 第 j 列 上 。 也 正 因为 如 此 ,在 表示 二 
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阵 相 抵 的 关系 上 ， 我 们 采取 了 下 面 的 表示 方法 ， 
对 矩阵 和 4 的 行 作 消 法 变换 P,;; (pe) 得 到 矩阵 日 时 ， 为 


Kk 
几 一 Pi 或 B=Pi, (RA 


对 行 作 售 法 变换 D; (Kk) 时， 为 


ke 
AD' 8, 或 B=D;(kYA 


对 行 作 摘 法 变换 CLi， 门 时 ， 为 


Maa 
Ct 一 一 卫 ， 或 B=Cri, 站 A 


大 际 的 列 作 消 法 理 执 了 人 时 ， 鸭 


一 B, B= AP.,., (Kk 


寺 直 的 列 作 售 法 所 D0 内， 


A 一 一 字 B, 或 B= AD, (Kk) 
Dk) 
对 年 阵 的 列 作 换 法 变换 CEi， 门 时 ， 为 
A 已 B， 或 B= ACri, 门 
当 连 续 作 车 干 次 初等 变换 时 ， 则 把 表示 初等 变换 的 符号 写 到 一 
起 ， 例 如 ; 
P, ; (kK1) 万 ， ko 


总 一 B——~+C— yD 
一 > Pi. (kes) ， 可 表示 为 ， 
P,; (KD, (kK2) 或 


PP, (Ks) 


D= (D, ka P,, (KD) A P, , (ks) 


在 上 面 的 写法 下 ， 各 微细 心 一 点 不 难 发 现 ， 
P,; ky c D., (kz) 


一 > 了 一 一 一 ~ 1 一 一 全 1 


4 
Pn (Ka) 
可 本 为 
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De Di D, Oe) Pp;; (RVCAP, (ko 
PK:} 
如 果 吕 和 DD 不 相 和 等， 那么 上 面 的 表示 方法 就 将 兴 掉 音义， 但 是 
以 后 可 以 证 明和 DD 一 定 相 等 ， 所 以 上 述 的 写法 是 有 意义 竟 。 因 
此 ， 寻 且 先 采用 这 个 记 法 。， 对 于 上 面 等 式 的 写法 来 说 ， 也 是 有 意义 
准 ， 以 后 棋 可 证 有 明 ， 
D, (KDP;; (Ki) AAP, (Ks) 
人行 意 打 括号 所 得 的 结果 都 相同 ， 


【例题 选 解 3 
人 鲍 1 化 
2 3 4 6 
.| 3 9 4 6 
4 6 8 13 


为 标准 形 矩 隆 ， 并 把 所 得 到 的 标准 形 矩 阵 与 4 用 等 号 连结 起 来 . 
解 


-1 -6 0 0 
Ac 3 9 4 eeu 
和 6 8 13 
-1 -$$ 0 0 一 1 0 0 0 
人 
0 一 1838 8 13 0 一 18 8 13 


1 0 站 
| 0 _ 9 4 6 
0 00 1 pi(- 


1 0 0 0 

| 9 1 4 6 jan- 
0 0 0 1 
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1 0 
0 0 


0 10 0 0 
0 ) 0 1 0 0 
1 0 0 1 0 


于 是 与 & 相抵 的 标准 形 阵 是 ; 
人 1 0 0 0 
FE 1 0 ,| 
0 0 1 0 
二 省 的 关系 为 : 
1 0 0 0 
| 0 1 心 0 -me npc ratorne 
0 0 1 0 
Pa(~ DAPua(-6)D:( -3) 
Piya(t— 4) Pat(— CLS, 4) 
例 2 对 行 作 初 等 变换 化 
2 3 4 
“| :| 
4 6 8 
为 上 三 角形 阵 ， 
» 解 


-1 -6 0 
Pia( 一 了 -| 3 4 :fr 
4 8 


一 工 
(i 
0 


一 9 
一 18 


0 -1 -6 0 
ja 0 -9 :| 
* 0 必 0 


例 3 确定 和 的 值 使 线性 方程 组 


2X1— Xa Xt+ Xe—= 1 
XL AN — Xi 二 dX = 2 


如 十 7X3 一 4 十 11x4 = 大 


351 


有 解 。 

解 ” 用 分 离 系数 法 ， 

(《  ) 上 先 写 出 方程 组 《1 的 表示 虚 阵 4 ， 然 后 对 4A 揭 行 作 初 
等 变换 ， 俩 二 的 前 4 列 的 部 分 《 即 方程 组 《1) 的 系数 阵 的 元 素 ) 
化 为 也 型 阵 : 


~ 


6 

5 
_ 7 3 
9 1 5 5 5 | 
0 0 0 0 和-5， 


(1) 应 用 本 章 $ 2 定理 2 可 知 ， 线 性 方程 组 (1 ) 有 解 的 充分 
必要 条件 是 ， 
和 -5=0， 即 和 =5 
当 %“= 5 时 ， 方 程 组 《1)》 有 无 穷 多 个 解 ， 通 解 的 表达 式 为 
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| 
| 
(和 2 EE 
| 
| 


第 五 章 行 列 式 


【内 容 提 要 
一 ”内 容 概述 


上 一 章 的 消 元 法 虽然 已 经 基本 上 解决 了 线性 方程 组 芍 求 解 问 
题 ， 但 是 应 用 消 元 法 解 线性 方程 组 时 ， 所 求 得 的 解 与 方程 组 系数 的 
关系 不 够 具体 、 明 确 ， 向 且 在 诀 定 钱 性 方程 组 的 解 的 个 数 时 ， 所 出 
现 的 那个 关键 数 + ， 也 署 不 出 它 与 方程 组 的 系数 有 何必 然 的 联系 ， 

本 章 为 了 解决 上 面 所 提出 的 问题 ， 进 一 步 引进 行列 式 ， 去 探讨 
线性 方程 组 的 理论 . 

行列 式 在 数学 中 有 着 重要 的 作用 ， 在 本 谍 的 后 继 部 分 是 一 个 有 
力 的 工具 ， 

本 音 共 分 五 节 ， 前 四 节 从 二 、 三 阶 行列 式 入 手 ， 导 出 一 般 % 阶 
行列 式 的 概念 。 然 后 进一步 讨论 行列 式 的 基本 性质 和 计算 ，5 5 介 
绍 扼 隆 的 秩 数 窗 念 。 在 下 一 章 我 们 将 应 用 行列 式 的 理论 去 解决 上 面 
所 提出 欧 两 个 问题 . 


二 ”内容 要 点 


1 基本 概念 
排列 的 肥 序 数 ， 奇 、 偶 排列 与 对 摸 ， 
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方 阵 的 行列 式 : 


手 式 、 祭 子 式 与 代数 余 于 式 ; 


矩阵 的 秩 与 基础 子 式 ， 
2 基本 结论 


¢ 1》 对 换 改 变 排列 的 奇 侦 性 


一 一 mm -一 一 一 


偶 排 列 《对 换 ) 
奇 排列 


奇 排列 
一 
偶 排 列 


| 所 有 & (> 1) 元 排列 中 
奇 、 偶 排列 各 为 个 


《2 ) 行列 式 的 基本 性 质 


rr 


{a) | detA’ = et 过 


! 


《bpb》 单 行列) 可 加 性 


bi+ce b+ C2 EF.+e 
: brite | bi 
- bs+ 3 -| ob 
prteon ， 五 。 


Oo 


: | 
by**'b, | C1 ‘4 
. rt 
ee bub 
[|] | | 和 
| b, 1 | | 
] 户 。 i 


| a 二 和 和 
;二 bi P2 士 CL Can | | 
| 和 和 
| 
] 十 . ‘2 | 
| 
» 
| 
| 
. | 
cl bi | 
c, bs, | 
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Ca) 消 法 变换 不 变性 ， 


| det (P,, (k) A) = detA, det(A P,,; (Kk})=det A 


ee 


er 


《e) 倍 法 变换 增 人 知性 ， 


一 一 一 。 -一 


-一 一 -一 一 一 一 一 


人 


| det (D, (Kk) A = KtdetA), (detAD, (Kk)) =K{tdetd)} 


《3) 行列 式 的 展开 


(Cay det A=a, A To; + To ， 


= G1 
i, 了 三， 2 ny 


Cb) aiiAiitosAis Girl 


《c) 行列 式 按 太行 展 开 


全 堪 门 
i | 


《4) 算 阵 的 相抵 与 秩 


| (a) 起 与 B 相 扼 必 要 而 且 内 要 rank A = rankB 


《b) rank 站 = 必要 而 且 具 要 站 的 标准 形 阵 的 对 角 线 上 有 


r+ 个 1， 
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/1 rr 个 
1 


, 了 


《c) 初等 变换 不 变 和 矩阵 的 秩 . 


] 
1 


OC 


拉 普 拉 斯 (Laplace) 定理 。 


一 -一 一 一 -一 一 -一 ~- 一 -一 


一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 


3 ”基本 方法 

本 合 的 基本 方法 是 初等 变换 ， 

(1) 应 用 初等 变换 计算 行列 式 的 值 

根据 行列 式 的 基本 性 质 化 行列 式 为 三 角形 行列 式 
《是 》 上 应 用 初等 变换 求 矩 阵 的 牧 ， 


三 ”基本 要 求 


掌握 上 述 的 基本 概念 、 基 本 结论 、 基 本 方法 ， 

2 ”能 应 用 初等 变换 和 行列 式 的 基本 性 质 ， 熟 练 地 计算 行列 式 
的 值 ; 

3 ”能 应 用 初等 变换 求 矩 阵 的 秩 数 和 基 油 子 式 ， 

4 ” 娶 着 重 领 会 从 矩阵 到 数 征 (行列 式 、 子 式 与 秩 ) 的 意义 ， 
以 及 初等 变换 《着 重 是 消 法 变换 ) 对 方 阵 的 行列 式 与 什 阵 的 秩 数 的 
影响 一 一 形变 值 不 变 (行列 式 ) 、 形 变 秩 不 变 (矩阵 ) ， 进 一 步 能 
对 不 变量 的 思想 有 所 了 解 ， 


【内 容 分 析 】 
$ 1 二 、 三 阶 行列 式 


本 节 从 解 二 、 三 元 线性 方程 组 入 手 ， 给 出 了 用 系数 组 成 的 某 种 
特殊 的 代数 和 去 表示 的 求解 公式 。 可 是 这 个 求解 公式 ， 如 果 就 代数 
和 本 身 去 记忆 是 比较 困难 的 ， 但 是 ， 当 我 们 引进 二 、 三 崇 行 列 式 的 
定义 之 后 ， 求 解 公式 就 容易 掌握 了 ， 这 个 结果 就 是 命题 1 。 

以 下 社 充 说 明 几 点 问题 

《1) 二、 三 阶 行列 式 的 定义 ， 

D = gids — dudal 时 做 二 阶 方 阵 


337 


‘(oe 
的 行列 式 ， 记 作 ， 


| 
detA 或 1 
| G2 22 


= F1022 C12d21 
代数 和 六 二 11022033 十 A12023034t + Gad21032 一 


"一 C022031 一 O110230323 一 124021039 


叫做 三 阶 方 阵 


Hi Wiz 加 1 和 
B=! mm dr 2 
{34 O32 tas 


的 三 阶 行列 式 ， 记 作 ， 
Qi Hz Cl | 


det 卫 或 | qz az 023 | = nd022033 十 人 12Gz3033 


位 31 faz 人 4 | 
十 Od 一 如 13922031 一 Qi1023033 一 12021033 

《2) 二、 三 阶 行列 式 的 共同 属 福 ， 

《a) 2=21 {6=3} ) 项 的 代数 和 ， 

《Pb ) 代数 和 DD (A&) 的 项 是 位 于 二 阶 方 阵 4《〈 三 阶 方 阵 B) 的 
性 不 同行 、 又 不 同 列 的 两 〈 三 ) 个 元 素 的 乘积 ， 而 且 所 有 这 样 的 系 
积 都 基 它 的 项 ， 项 的 一 般 形式 是 

0 ta, (ai Gri 031 ,) 

其 中 jh (jzi3) 是 1，2 (1，2，3)》 的 任 一 排列 ， 此 处 要 注 
意 到 ， 这 种 表示 法 的 特点 是 ， 各 元 素 的 行 下 标 按 自然 次 序 排列 ， 

《ce) 把 行 下 标 按 自然 次 序 排列 后 ， 列 下 标的 排列 是 侦 排 列 
时 ， 该 项 前 边 符号 为 + ， 列 下 标的 排列 是 奇 排列 时 ， 该 项 前 边 的 符 
号 为 ~. 

此 处 为 叙述 方便 ， 引 用 了 奇 、 侦 排列 的 称呼 ， 由 此 可 以 看 出 研 
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究 的 且 的 性 ， 
《3) 草 注 意 二 、 三 阶 行列 式 与 过、 三 阶 方 阵 的 区 别 与 联系 ， 
(《a) 行列 式 与 方 阵 不 能 混为一谈 ， 本 质 的 区 别 是 行列 式 为 数 
域 政 中 的 一 个 数 ， 而 矩阵 是 体现 一 些 数 的 位 置 关系 的 一 个 表 ， 从 天 
示 符 号 上 看 ,行列 式 用 的 两 个 坚 直 线段 ， 而 矩阵 用 的 是 两 个 弧 线 ， 
cb) 每 个 二 (三 ) 阶 方 阵 都 确定 唯一 一 个 二 (三 ) 阶 行列 式 ， 
(4) 计算 二 、 三 阶 行列 式 按 对 角 钱 法 则 作 。 


$ 2 排列 的 奇偶 性 


为 了 引进 n 阶 行列 式 的 定义 ， 揭 示 行 列 式 中 各 项 符号 的 规律 ， 
本 节 讨 论 # 元 排列 的 奇 偶 性 、 先 介绍 了 排列 的 反 序数 以 及 奇 、 偶 排 
列 的 定义 然后 在 本 节 景 后 给 出 了 一 个 重要 结论 ， 


所 有 # (>1) 元 排列 中 ， 奇 、 侦 排列 各 有 -中 - 个 。 《命题 2 ) 


征 证 明 命 题 2 之 前 ， 本 节 对 排列 先 证 明了 一 个 重要 人 性质 ， 

纪元 排列 经 过 一 次 对 换 后 改变 奇偶 性 (命题 1 推论 2 ) 

为 了 给 出 确定 行列 式 中 项 的 符号 的 另 一 方法 ， 本 节 给 击 了 命 
题 3。 

推论 2 和 命题 3 这 两 个 结论 很 重要 ， 应 该 记 住 。 由 于 以 后 确定 
行列 式 中 项 的 符号 时 ， 需 要 计算 排列 的 反 序 数 ， 要 求 读 者 能 熟 炼 地 
学 所 反 序 数 的 计算 方法 ， 

以 下 补充 说 明 几 点 问题 

《1) 如 何 具体 计算 一 个 排列 的 反 序 数 ， 

由 定 疼 1 和 扼 道 ，n 元 排列 去 天 的 反 序 数 工 [ 计 计 1]， 等 
于 排列 中 在 各 个 数码 之 前 大 于 该 数码 的 数码 个 数 之 和 ， 记 以 ， 计 算 
fei ti] 时 ， 先 看 排 在 1 之 前 的 数码 个 数 ， 设 它 为 mi 时 ， 然 后 
划 去 1 ; 这 样 一 来 ， 在 排列 计 认 …i。 中 划 去 工 之 后 ， 排 在 2 之 前 
的 数码 者 比 2 大 ， 设 它 有 m2 个 ， 然 后 划 去 2 ; 再 计算 一 下 排 在 3 
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之 前 的 数码 的 个 数 ， 设 为 ms， 然 后 划 去 3 ， 继续 作 下 去 ， 则 可 知 ， 
Tiii 1 二 二 

C2) 在 自然 数 1，2，…，H 中 大 于 KC 和 志 0) 的 自然 数 的 个 数 
有 nn 一 k 个 。 所 以 在 排列 讲 记 …i。， 中 排 在 kK 之 前 大 于 的 数码 有 
m: 个 时 ， 则 排 在 之 后 大 于 的 数码 的 个 数 等 于 (rt 一 吉 1 个 。 


§ 3 1 阶 行 列 式 
本 节 在 上 两 节 的 基础 上 上 ， 概 括 了 二 、 三 阶 行列 式 的 共同 属性 ， 
给 出 了 nn 阶 行列 式 的 定义 ; 


| R11 M2 Cin 
Dar O12 *** Win 


[| 


此 处 ， 和 号 ，，2- 。 表示 对 所 有 n 元 排列 取 和 . 
由 于 元 排列 共有 1 个 ， 其 中 奇 、 偶 排列 在 n>1 时 ， 各 为 
已 ~- 个， 所 以 从 上 述 定义 可 以 看 出 ，n 阶 行列 式 是 nl 项 的 代数 和 ， 


其 中 每 一 项 由 4 阶 方 阵 和 的 nn 个 既 不 同行 又 不 同 列 的 元 素 之 积 构 
成 ,而 和 且 所 有 这 样 的 积 都 是 nn 阶 行列 式 det4 的 项 Mai dr de i 
的 符号 由 排列 挛 产 … 产 的 奇偶 性 确定 ， 即 符号 取 ( 一 1 :74% 


由 于 ?元 排列 中 奇偶 排列 各 为 蕊 _ 个 ， 所 以 可 知 ，det4 中 符号 取 
+ 和 一 的 项 各 占 -区 -个 ， 


对 于 答 定 的 由 阶 方 阵 的 行列 式 ， 一 盘 来 说 ， 总 是 要 求 计 算 其 
值 ， 但 是 4 防 行列 式 共 有 #4 项 ， 而 31 即使 4 不 是 一 个 很 大 的 自 
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然 数 ， 它 的 情 也 是 很 大 的 ， 例 如 101 = 3628800。 所 以 ， 直 接 由 定义 
列 出 行列 式 的 所 有 有 项， 然后 计算 各 项 的 代数 和 ， 一 般 来 说 是 很 困难 
的 ， 其 至 是 不 可 能 的 。 本 节 在 定义 之 后 给 了 两 个 特殊 类 型 nn 阶 行列 


a | ， 《下 三 角形 行列 式 之 值 也 等 


tn 


于 对 骨 级 上 nn 个 元 素 之 积 )， 
Ci 了 … 如 322 “全 3 
人 21 O22°" tin 全 3 '*'Qin 
= dl11 关 
ri ra ""*re 


上 述 的 第 一 个 结 寻 对 于 + 阶 行列 式 的 计算 来 说 ， 是 很 重 克 的 ， 
在 下 节 将 看 到 ， 尾 一 站 阶 行列 式 都 可 通过 消 法 变换 化 为 与 其 值 相 等 
的 三 角形 行列 式 ， 

上 述 第 二 个 结果 把 一 个 特殊 类 型 的 阶 行列 式 的 计算 ， 归 结 为 
nn 一 1 阶 行列 式 的 计算 ， 

这 样 一 来 ， 上 述 两 个 结果 为 计算 n 阶 行列 式 的 值 ， 提 供 了 两 个 
切实 可 行 的 方法 。 而且， 在 下 一 节 我 们 将 会 看 到 ， 这 两 种 方法 在 行 
列 式 的 计算 中 也 是 最 基本 的 方法 ， 

为 了 以 后 讨论 的 需要 ， 本 节 最 后 对 一 般 加 xn 此 阵 给 出 了 子 式 
的 概念 。 以 后 将 会 看 到 ， 通 过 子 式 可 以 刻 划 害 阵 的 某 些 特殊 性 质 。 

以 下 补充 说 明 几 点 问题 

《I) 概 据 行列 式 定义 如 和 何 写 出 它 的 所 有 项 。 

因为 基 阶 方 阵 上 的 行列 式 

detA = p>, (1 a tr, On 


| [ 
£3 


所 以 只 要 写 出 所 有 产 元 排列 ， 对 应 每 个 排列 计 记 … 1 作出 
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[100 Gr eei， 取 和 即 得 到 det4. 
例如 ， 以 n= 4 为 例 ，4 元 排列 共有 4! = 24 个 ， 其 中 ， 奇 、 偶 排 


列 各 为 12 个 ， 

所 有 有 侦 排 列 为 : 

1234 1342; 1423, 
2143; 2314; 2431: 
3124 3241; 3412) 
4132; 4213; 4321;， 
所 有 奇 排列 为 ， 

1243; 1324; 1432; 
2134 2341 2413;, 
3142; 3214; 3421; 
4123; 4231; 4312} 


于 是 4 阶 行列 式 等 于 下 列 24 项 的 代数 和 ， 
L1022033044 十 dd23094043 十 如 21134032043 十 CRs 
+ ta + Hd240 3041 + T13021032044 + O1903209d041 
+ sda10#2 + 10203302 十 0220331043 + ON23032041 
— F023 一 O11023032044 一 11025033042 一 12021033044 
一 人 123034041 一 12200 40043 一 他 23 人 23230343 一 O1302203044 
一 2 32 一 2 043 一 O20I3041 一 O02I03 1042 

(2) 应 用 定义 如 何 去 计 算 行 列 式 的 值 ， 

当 行 列 式 的 阶 数 为 2 、3 阶 时 ， 只 须 利用 对 角 线 法 则 将 所 有 项 
号 出 ， 算 出 结果 即 可 ， 

当 阶 数 大 于 3 时 ， 如 果 要 求 应 用 定义 计算 行列 式 的 值 ， 一 - 般 说 
来 ， 此 行列 式 必 有 某 些 特点 。 这 时 就 应 该 根据 其 特点 分 析 行 列 式 各 
项 的 构成 情况 ， 然 后 算出 其 值 ， 

例如 ， 命 题 1 的 行列 起 的 项 ， 除 对 角 线 上 # 个 元 素 之 积 所 构成 
的 项 之 外 ， 其 余 各 项 至 少 都 含有 一 个 0 作为 因数 ， 命题 2 中 的 每 一 
项 至 少 都 含有 一 个 0 作为 因数 ; 命题 3 中 站 阶 行列 式 det4 的 项 中 ， 


3 


不 会 Qa 的 项 都 等 于 0。 根据 上 述 分 析 ， 计 算 这 三 个 特殊 型 的 行列 式 
的 值 就 容易 了 . 

《 3 》 关 于 和 矩 咽 的 子 式 。 

对 手中 阶 广陵 4 来 说 ， 定 义 了 4 的 行列 式 ， 但 是 ， 对 手 任 意 

m xn 托 阵 来 说 ， 谈 行列 式 是 没有 意义 的 。 于 是 把 行列 式 扩 展 到 一 
般 窍 了 泗 上 ， 给 出 了 于 式 的 概念 。 关 于 矩阵 委 的 子 式 ， 要 注音: 

ca) 4 的 大 院 子 式 是 由 4 的 天 个 不 同行 K 个 不 同 列 变 叉 位 置 
的 元 素 构 成 的 ! 

(b>) 入 的 天 阶 子 式 的 行 与 列 的 砍 序 要 接着 在 4 中 的 次 序 排 
列 ， 

《6) 4 中 子 式 的 最 大 阶 数 一 定 不 超过 m xn 奸 阵 丰 的 行 数 m 
和 列 数 n， 即 mintm，nm)，。 


$ 4 行列 式 的 性 质 和 计算 


本 节 讨 论 行列 式 的 性 质 和 计算 ， 这 一 内 容 是 本 章 的 重点 。 本 节 
先 介绍 了 行列 式 关 于 行 与 询 的 对 称 性 质 ， 

detA’ = detA (定理 1) 

然后 对 行 证 明了 行列 式 的 如 下 基本 性 质 ， 

单行 可 加 性 (命题 1) ， 

换行 变 导 性 (命题 2) ; 

知 匹 阶 方 阵 上 4 有 两 行 相 同 ， 则 detA =0 (推论) ， 

倍 法 变换 增 售 性 ，detD, (C) A) =K(det4a) {命题 3) ， 

消 法 变换 不 变性 ，det (Pj ; (kK) A) = det4 (命题 4)， 

若 4& 有 两 行 成 比例 ， 则 deta =0 (命题 3 推论 ) ， 

上 述 基 本 性 质 哩 然 是 对 行 论述 的 ， 但 由 定理 1 可 知 这 些 性 质 对 
列 来 说 也 成 立 。 

关于 行列 式 ， 本 节 还 给 出 了 商 个 展开 定理 ， 

行列 式 可 接任 一 行 《 列 ) 展开， 
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人 et 和 = 六 十 让 癌 ; 十 和 十 @j; 
二 ij 六 1 十 人 六 2 十 十 ry 入 41 人 《定理 2) 
i 人 0 
ii ++i 二 十 (tr ; 态 1 ;二 作 

进一步 ， 有 ; 

行列 式 可 按 任 意 k (<n) 行 【 列 ) 展开 《定理 4) 。 

上 述 结 论 是 本 音 的 重要 结果 ， 必 须 熟 记 以 恒 应 用 ， 

以 下 填充 说 明 几 点 问题 

《1) 关于 行列 式 的 计算 

行列 式 的 计算 是 行列 式 理论 中 的 一 个 重要 问题 。 关 于 # 阶 行列 
式 的 计算 , 除 应 用 定义 计算 ,本 节 提 供 了 两 个 基本 途径 ， 一 是 许 用 行 
列 式 展开 定理 将 行列 式 展 开 降 阶 为 上 -1 阶 行列 式 去 计算 《多 数 情 形 
是 应 用 消 法 变换 把 方 阵 和 化 简 为 上 节 命 题 3 的 形式 )》 ; 二 是 应 用 消 
法 变换 将 x 阶 方 降 化 简 为 三 角形 阵 ， 应 用 上 节 命 题 1 的 结论 ， 算 出 
行列 式 的 值 . 

为 合 读 者 掌握 行列 式 的 计算 方法 ， 在 本 节 中 配备 了 适当 数量 的 
例题 ， 通 过 不 同类 型 的 例题 给 出 了 计算 行列 式 的 方法 ， 以 期 使 读者 
能 从 中 得 到 局 发 ， 增 强 解 题 的 技巧 和 能 力 . 

《2 ) 关于 倍 法 变换 在 计算 行列 式 中 的 作用 

本 闻 命 题 3 指出 ， 

det {(D; (K} A) = k(tdetA) 
这 一 性 质 ， 也 可 写 为 ; 


i 硅 j 《定理 3) 


dl Ha ”在 Hi 2 "站 1 
Ke Raia 7 Raiss [= | a Os “+ Adie: 
nr ns  “ tn dn Qn: sn 


上 面 这 种 写法 ， 关 于 税法 变换 增 倍 性 这 一 性 质 , 还 可 以 叙述 
为 ; 
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行列 式 中 有 一 行 有 会 因子 天 时， 则 可 将 天 所 到 行列 式 符 号 的 外 


边 ， 
应 用 倍 活 变 换 这 一 性 质 ， 显 然 有 
iliL Ht "Ln 人 il Hl2 + Wn 
_1 
Qs dir vie Koa: , Ko; ， KOQ, i 
Hari 人 rz 7 本 tn 在 sz rr 可 na 


由 此 ， 当 一 个 nn 有 阶 方 阵 的 元 素 出 现 分 数 时 ， 可 应 用 上 述 福 质 ， 
在 计算 行列 式 过 程 中 能 使 之 化 简 为 整数 ， 从 而 可 以 简化 计算 . 

( 3) 关于 单行 《 列 ) 可 加 性 的 说 明 . 

这 一 性 质 明 确 的 指出 是 单行 〈 列 》 可 加 性 ， 一 定 要 注意 单字 ， 


绝 不 能 错误 地 理解 为 ， 
fg bi Ca XI Ya fatx hi+y CI 二 21 
dz bz cz | 二 | Xs ya 5 [=i 6 十 Xa Pa 二 33 Crt Za 
as by cs X3 Ya Za Qat Xs bat+ yy Ct Za 


土 面 的 “等 式 ” 所 以 是 错误 的 ， 读 者 只 须 取 两 个 具体 的 行列 式 
计算 一 下 结果 、， 即 可 验证 出 是 错误 的 。 


$ 5 算 阵 的 秩 


为 了 后 继 部 分 讨论 的 需要 ， 本 节 讨 论 了 矩阵 的 秩 数 ， 先 证 明 
了 了 : 

敌阵 盘 经 过 初等 变换 后 ， 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 不 变 { 定 至 27) ， 

然后 ， 把 第 阵 入 在 初等 变换 下 的 这 个 “不 变量 ”命名 为 从 降 轨 
的 秩 数 ， 

最 后 证 明了 ， 

两 个 皂 阵 4 与 好 相 抵 ， 必 要 而 且 只 要 妈 与 召 有 相同 的 铁 数 ， 即 
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rank4 = rankB, 
在 下 一 章 我 们 还 将 看 到 ， 在 消 元 法 中 所 出 现 的 那个 关键 的 
数 ” ， 就 是 线性 方程 组 的 系数 阵 的 秩 。 
关于 矩阵 的 秩 ， 在 以 后 进一步 研究 矩阵 的 理论 时 ， 还 将 看 到 它 
的 作用 . 
以 下 补充 说 明 几 点 问题 
《1 ) 零 阵 的 秩 数 及 基础 子 式 
芷 定义 中 规定 零 阵 的 秩 数 为 0 ， 由 于 零 阵 中 没有 非 0 子 式 容 
在 ， 而 基础 子 式 是 矩阵 中 的 不 等 于 0 的 子 式 ， 所 以 零 阵 不 存在 基础 
子 式 。 
《2 ) 关于 与 4 相抵 的 标准 形 阵 的 唯一 性 
第 四 章 $ 3 定理 曾 指出 
任 一 mxn 矩阵 都 与 一 标准 形 阵 相 振 ， 当 时 曾 提 到 ， 与 4 可 
抵 的 标准 形 阵 只 能 有 一 个 。 
关于 这 一 问题 应 用 本 节 定 理 3 即 可 得 到 回答 。 
因为 标准 形 矩 阵 
1 ) 
E' = " ] 
0 本 
的 秩 数 等 于 对 角 线 上 1 的 个 数 ， 所 以 秩 数 相同 的 同型 标准 形 阵 只 能 
有 一 个 。 于是。 由 本 节 定 理 3 可知， 与 4 相抵 的 标准 形 阵 只 有 一 
个 。 
《3 ) 讨 算 和 矩阵 的 秩 数 的 基本 方法 是 初等 变换 ， 如 果 单 纯 去 求 
特 阵 的 秩 数 ， 可 对 和 矩阵 同时 作 行 的 初等 变换 和 列 的 初等 变换 。 


【例题 选 解 】 
例 1 计算 n 阶 行列 式 ， 
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| 全 和 二 


和 解 ” 对 的 列 作 消 法 变换 ， 把 后 # 一 1 个 列 都 同时 加 到 第 一 列 
虐 ， 则 


1 站 让: 
1a+t+ha:: 4 


并 在 十 和 ao 站 在 


万 = nath atbh 在 oo = na + b))| 


nat+b a a gatb li a oat+b 


恢 次 将 第 一 行 的 1 傍 加 到 后 n -1 个 行 上 上 ， 即 化 为 三 角形 行列 


1 a a a | 
= (at 有 | 0 bb 0 0 marbb"-: 
和 四 wa 
] 
0 0 0 … | 
计算 此 题 也 可 先 对 行 作 消 法 变换 ， 


例 2 订 算 行列 式 ， 
1+a 1 1 1 
1 1+b 1 1 
1 1 i+el 
1 1 1 1+d |, 
其 中 a, b, 5c, a 全 不 等 于 0， 
解 对 第 1 列 、 第 2 列 、 第 3 列 、 第 4 列 作 售 法 变换 ， 分 别 用 


二 ,车 科 第 1、2 、3 、4 列 ， 得 到 


nag” 了 


D= 
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一 | 所 


1 上， 
be 


1 
0 


1+ 一 ++ 


1 .1,1 
tpietea 


1 
1+ 


一 
一 | 车 


机 
一 | 所 
十 
十 
一 | 忆 
十 
| 
q 
"i 
心 
于] 
Le | 
me 


"~ os oj oY 


十 


ro oo 一 [5 ea 
十 


| 
ml Um be 一 | ~ 一 | 
十 


| 


| | La 下 | 


对 行 作 消 法 变换 ， 把 第 1 行 的 -1 售 依 次 加 到 第 、3、4 行 上 ， 


得 到 ， 


1,1 1,.1 
+ 证 + 本) 


abed(1 十 
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1 1 ,1,1 
| = abeal1+ 二 + 六 + 瑟 + 本 外 


别 解 ”将 了 表 为 下 面 的 形式 


1+2a 1+0 £+0 1+0 
1+0 1+b 1+0 + 
1+0 1+0 1l+c 1l1+0 
1+0 1+0 1+0 +Q! 


应 用 行列 式 的 单行 《 列 》 可 加 性 ， 上 面 的 行列 式 等 于 16 个 行列 式 之 
和 ， 其 中 有 11 个 含 相同 的 两 个 列 ， 所 以 有 
D=abced+ bed + acd + abd + abe 
病 3 证 明 ， 
oo 一 1 0 0 0 
0 1] 站 


人 


i 0 0 0 2 | 
解 将 等 式 左边 的 行列 式 记 作 D,、 对 n 作 数学 归纳 法 ， 


1 en —1 | 
Di= i= 0X+ ot 
HL 并 | 


即 n=1 时 等 式 成 立 ， 
假定 对 nx -1 上 式 成 立 ， 去 证 对 于 nn 等 式 成 立 ， 


xX -1 O00 a ~1 0 0 
D.=0 x -1::.0 (- 3 2 X 一 1 0 
| 0 0 xi | 0 0 x | 


好 + 0 人 
圭 式 中 的 n 阶 行列 式 应 用 归纳 法 假定 ， 其 值 等 于 ax" + 


和 1 这 十 如 
所 以 
Dy= Aaox" 十 让 和 十 人 二 有 十 


例 4 计算 行列 式 


立 1 学 芝 me 加 
Uz * 
及 一 | x 各 站 x 
各 本 Pe 下 iid Gn 
和 解 ” 把 吃 的 第 一 行 的 -1 俏 依 次 加 到 后 nr- 1 个 行 上 ， 得 到 ， 
位 1 各 总 
癌 一 在 | 如 一 区 a 0 | 
D=| x—a 0 dR 0 
x—-d 0 0 .一 
] 1 1 
证 看 | | 有 再 一 …. a 
对 列 作 依法 变换 分 别 用 于- 二， 二 一，…， 一 一 乘 第 
1、2、…、# 列 ， 得 到 
U1 关 x oR 
| 2 dX dr 一 区 
pe 0 [一 1 1 0 
~ (d=— %) (02 — Xe (as — XY _ | 0 1 .0 
| ss 
| -1 0 0 i 
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1 ， 并 旦 ， 把 后 上 -+ 全 列 都 同时 加 到 第 1 


G1 基 
| 列 上 ， 则 上 式 中 的 行列 式 即 化 为 三 角形 。 于 是 得 到 
Ds= (a 和 (es- 和 (as 一 sx(1t+ a 
x 
| +) 
或 = CE x + + 
1 
曙 法 和 将 六 阶 行 列 式 忆 按 第 nn 列 分 为 二 行 烈 式 之 和 ， 并 取 口 为 
也, 时 ， 则 
1 总 dL 这 党 | 
区 ga 区 % x dd Xx 
Di=| Xx XxX Qa 其 | 十 | x x 
XxX XX X :+ XxX XxX xX dX 


将 上 式 中 的 第 一 个 # 阶 行列 式 化 为 三 角形 把 第 nn 列 的 -1 信 
依次 加 到 前 % 一 1 个 列 上 即 可 )， 把 第 二 个 行列 式 按 晤 后 一 列 展开 ， 
得 到 

D: = Xa — x) tq2 — Xd RT a, — XDI 
对 DD,-， 重复 上 述 作法 ， 得 到 ， 
D,=x(a— Xa XI (AX) + XC Xa 一 天 ) 
《qhy — XK) + Can — Xa — ID.,., 
由 于 ，Di=%+ 《a1 一 xX}， 所 以 
Dr = x(q XA — XI An 1 RI + XC KX) (0 CX) 
(qu ~ XI XC xX) 一 十 【一 其 《Ge 一式》 
Ka] 
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=x(a— XI (a2 — XA) Cae -x) (i + 


ta 


例 5 计算 行列 式 


:Op athy Qtbh, 
dzth gtbs rr dt+bhr 


nth ont+by ov r+b, 
解 ”对 列 作 消 法 恋 换 ， 从 第 二 列 开 始 ， 依 次 把 第 守 列 的 - 工 倍 
加 到 第 ;i- 1I 列 上 (= 2，3，…a)， 则 得 到 


bi— hz bs — bs;, 人 b.-,.—b. 让 十 下， 
D -=| 有 一 有 bb d+b, 


bi~b pz 一 pa … bb, oa,+Db, 
当 R 祈 2 时 ，D, 中 前 两 列 成 比 许 ， 所 以 D，, = 0 
当 n = 2 时 ， 
D2 = OD or bs = {bi™ bs) (ga — 9.) 
bi~bs Qtb; 
当 n = 1 时 ，Di=d+ bi, 
例 6 解 下 麟 方程 ; 


1 如 曲目 里 和 一 | 


[| 性 1 
fe)=l! a 9 a :0 


1 ni1 ri nn 个 5 二 1 


了 其 中 2154r9 ,qn 


是 两 两 不 等 的 数 ， 
解 将 上 面 #4 阶 行列 式 按 第 一 行 展开 ， 可 知 x"~! 的 系数 为 
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《一 1) 7 1 i a *"" 他: =《【 一 1) 《fa — G1) 
a 《93 一 ap…p(a,- 一 口才 


1 gi i Qs: fai dn 


由 于 ai，o，…，p_-， 两 两 不 等 ， 所 以 其 值 不 等 于 0 ， 由 此 可 
其 : f(x)=0 为 由 一 工 次 方程 。 
由 于 ， 对 于 每 一 aiy IT=1，2，…? n—1 来 说 ， 


1 a; Ai Qi 
2 EE a! 
fad=| 1 = 0 
1 Ci Ge 1 人 二 1 


所 以 ，o yy mm，…，a 为 f(x)=0 的 #-1 个 不 同 的 根 ， 
例 7 设 


Ou Hi 2 in 


U1 ds ** dzn 
访 = 


| nr rn" nn 


nr On 人 wm 总 


4 | Ys 从 
其 中 ， 上 Ai 为 了 中 元 素 ai; 的 代数 余子 式 ， 》， 表 东 对 i=1，…'， 


ny j=1， 2 n 取 和 和. 
解 把 太 按 最 后 一 列 展开 ， 刚 沟 Xl Xz 的 一 次 式 ， 
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x; 的 系数 为 A 的 i 行 n+1 列 元 素 的 代数 余子 式 ， 


Hi Ul2 "**" din 


| Sn Ot "ln 
CD om an: il 
本 #4 1 人 ni "en nr 
V1 YY2 + Vn 
把 上 面 的 n 阶 行列 式 用 人 At 表示 {i=1， 2 1 )， 
MMA- CC—1)"*: Mxt+t (Co— 1)" tA Xt 
其 次 ， 把 4; .+ : 按 最 后 一 行 展开 之 ， 则 为 ?19 Pas yg 了 > 的 一 
次 式 ， 而 y， 的 系数 为 4,+ 有 的 上 行列 元 素 的 代数 余子 式 : 


qi {1l2 六 din | 


[> 不 售 D 的 第 1 


不 会 了 D 的 第 了 列 


容易 看 出 ， 上 痪 的 -1 阶 行列 式 是 口中 元 素 a;; 的 余子 式 
M,;;。 所 以 ,把 太 按 上 而 的 步 又 展开 时 ， 则 x, y; 的 系数 为 ， 
Co ti TM ;= 1 1 itIM,;= A, 
所 以 


A=—9, i 
JI 一 


例 8 求 矩阵 


本 


的 秩 数 ， (其 中 ， a, 了 为 实数 ) . 
解 ” 对 碌 的 行 作 消 法 变换 ， 


Cc Q b 


h 和 三 


三 A 


+bte tb+e gtbte 
se | 


C1) 若 a+b+ec 二 0 时 


1 111 
DA aa) cobloo eo 
| Pi 一 1) ,Pi — 1) 


beunun 


1 0 0 TI 0 0 
[ qa-—e mt a-ce -| 
b c-ba- 0 c-b a- 


1 当 a=b=e 和 时, 可 向，rankA=1; 
2 ) 当 a=b=e 不 成 立时 ， 由 于 
0—cbh-c 


cec—-baoa—b 


[= ta-c)(a-b)- (bote-b) 
=a+t+btce -ab-ca-be 


= 二 5(e- b)?+ tb 一 cz (Co a 


由 于 在 4, b,c 中 至 少 有 两 个 实数 不 相等 ， 所 以 可 知 ， 这 时 4 
的 秩 数 为 3， 


2) 车 a+b+c=0 时 ， 则 


000 00 0 
A| Ce | 一 一 一 一 一 -一 一 | atb+e 
| 上 Past1) | ) 


pea b De gi+b+tce 


O00 
(eo 
bc 


378 


1) 若 4=b=c=0 时 ， 则 fanxk4=10 
2) 若 a，b，c 不 全 为 0 时 ， 则 


"| cab= {at+b:-ob 因 e+D+e=0) 
性 


p y 3 
=ia+ 一 } + 一 b’ 
( 2 4 


国 为 8， b,c 不 全 为 0， 而 下 e+b+c=0， 所 也 可 知 


(e+ 了) + 二 世 二 0。 由 此 可 知 ， 这 时 么 的 秩 等 于 2 . 


例 9 若 D, 为 囊 xn 矩阵 4= la;;) 中 前 Tr 行 、 前 + 列 所 组 成 的 
r 阶 于 式 。 如 果 DD;, 志 0， 而 克 中 所 有 包含 DD， 的 ++1 阶 子 式 都 等 
于 0 和 时， 则 4 的 秩 等 于 r 。 

证 明 考 忠 r 十 1 阶 行列 式 ; 


Hit 上 Il32 "人 :rt 


da 人 2 
As=| | sem, 1<ten 
站 ri 让 r 3 rr (+ 


i 人 :2 sr dQ 


上 上面 的 ++1 阶 行列 式 A, 是 了 DD， 加 上 4 的 第 s 行 第 t 列 的 元 素 
构成 的 . 

当 f> 了 上 时， 网 4 为 A 中 含 了 D; 的 r+1 阶 子 过 ， 由 题 设 A, =0， 

当 #+sr 时 ， 则 4, 中 有 两 列 元 素 相同 ， 所 以 4A, = 0。 于 是 把 4， 
按 最 后 一 列 展开 之 有 : 

Ajrtilie tTArrrdr + Dn; =0 C0) 

此 处 ，4, 5: ，4:+ "六 ,i419 卫 , 是 4 中 最 后 一 列 元 素 
在 4: 中 的 代数 余子 式 ,显然 它们 与 + 无关 。 也 就 是 说 , 不 论 + 取 1， 
2，…， 天 中 的 那 一 个 ，( 9 式 中 的 表示 系数 AT， Aero 
4 ， 卫 . 不 变 。 

因为 Di 起 0， 所 雇 由 (:) 式 有 ， 
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1r+il 总 .+1 
-全 1 一 一 
D. 


A 
dr 
而 且 .上 式 对 t=1, 2, 十 工 ， "gy 部 成 并 。 


。 一 A +1 ~ A ri A 
了 于是， 用 - 全 二 ，- 人 ，…。，- 全 一 分 别 乘 矩 阵 A 的 


前 * 个 行 同 时 加 至 4 的 第 s 行 上 攻 人 二 六 十 卫 ， "1 4 则 有 的 后 
mr 个 行 的 元 素 都 化 为 0 ， 因 为 D; 丰 09， 所 以 可 知 : rankA=+， 
得 证 。 
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第 六 童 ”线性 方程 组 的 理论 


【内 容 提 要 】 
一 ”内 容 概 述 


本 章 在 前 两 章 的 基础 上 ， 系 统 而 且 完 整地 解决 了 一 般 线性 方程 
组 的 理论 .通过 方程 组 的 系数 ， 给 出 了 方程 组 右 解 的 判定 条 件 《和 
1 定理 1》 和 公式 解法 《8 2 定理 1 及 广义 克 药 姆 法则) 。 最 后 用 车 
量 作 为 工具 ， 研 究 线 性 方程 组 在 有 无 穷 多 个 解 的 情形 下 ， 解 之 间 的 
关系 《8 4 定理 7 和 定理 8) 。 


二 内容 要 点 


1 基本 概念 

kt 维 启 量 与 向 量 空间 、 于 空间 ; 

n 维 向 量 的 线性 组 合 《 线 性 表示 ) 与 向 量 组 的 等 价 3 

向量 组 的 线性 相关 性 〈 线 性 相关 与 线性 无 关 ) : 

和 启 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 与 向 量 组 的 秩 ， 

问 量 空间 的 基 语 与 维 数 、 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 与 基础 解 

系 ， 

| 2 基本 结论 
《 1) 线性 方程 组 有 解 的 判定 条 件 《 $1 定理 1) 与 解 的 个 数 
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(SS 1 是 理 2); 
2》 线性 方程 组 的 公式 解 ($$ 2 定理 1》 
《3》 向 量 组 的 线性 相关 性 
Ca) ear 0 (+) 线性 相关 (s>>1) 必要 而 且 只 要 ， 在 洗 
基 组 (…) 中 至 少 有 一同 量 <, 能 被 其 余 阿 量 线性 表示 《34 定理 1》 


《aa) 问 量 组 el，…，ae: 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 分 量 些 阵 
点 的 秩 二 St 


如 11 U12 **" U1: 

A=| da az … tz; 
21 : : - i= (dis H2ys "*"s Ce 
全 we ij=1, 2, "eS, 《人 4 定理 3) 


Cc) 问 量 组 的 线性 相关 与 齐 次 线性 方程 组 的 联系 :a, = (qi;， 
O28 sy Gr) j=, 2+**', 8 
Ka + Kgs + + Ka, =0 {1) 


1 ki + dKat :rr tak,=0 


2K t+ G22k2 t+ t gzsk, = 用 


让 {2 
~ QniKii+ Aanakr+ +i isk,=0 

存在 不 全 为 0 的 jx wy， 全 C1) 成 立 ， 妈 wu，auz， 
"线性 相关 充分 必要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 (2) 有 非 0 
解 ， 天 1， Kzs "kK,, 

《a ) 具有 基 些 特点 的 向 量 组 的 线性 相关 性 ; 

3 4 例 8、 例 3 、 例 11. 

《e) 基 ceay… 4 中 含有 部 分 回 量 组 线性 祖 关 ， 刚 此 疝 
量 组 必 有 线性 相关 | 

(了) or， 4: 线性 无 关 ， 而 act，…，eg,，8 线性 相关 ， 风 
有 可 被 zj，…，a 线性 表示 《8 4 定理 2) 。 

《1 )》 关于 极 天 线性 无 关 组 ， 

Ca) 存在 性 与 具体 找 法 ($4 命题 1 、3§ 4 定理 3 的 推论 2、 
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$ 4 定理 4)， 

Cb 回 量 组 的 每 个 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 个 数 都 相等 (3 4 
定理 5) 

Cc) a ai 0;, 古 同 量 组 i, ty，…，4， 的 极 大 
线性 无 关 组 必要 而 且 只 要 oa，az，…，9， 的 分 重 矩 阵 4 中 ga;， 
ci "i, 所 在 的 列 有 及 的 基础 子 式 (3 4 定理 4) 

《5 )》 基础 解 系 

基础 解 系 的 存在 性 与 所 含 向 量 的 个 数 《〈3 4 定理 7) 

(6 >》 一般 线性 方程 组 的 通 解 表达 式 《$ 4 定理 8》 

3 ”基本 方法 

(了) 初等 变换 法 

(a) 计算 窒 阵 的 秩 数 ， 

《pb) 兰 断 问 量 组 的 线性 相关 性 〈 计 算 分 量 和 矩阵 的 秩 数 与 向 量 
个 数 作 上 比较， 应 用 $ 4 定理 3 得 出 结论 ) : 

《2) 详 用 初等 变换 求解 一 般 线性 方程 组 ( 求 非 齐 次 线性 方程 
组 的 特 解 ， 和 导出 齐 次 组 的 基础 解 系 》. 

《2 ) 行列 式 法 

Ca) 用 行列 式 解 一 般 线性 方程 组 ( 克 芋 姆 法 则 与 广义 克 莱 姆 
法 则 ) : 

Cb》 应 用 计算 子 式 确定 短 阵 的 秩 ， 

(5) 已 知 向 量 组 的 分 量 和 矩阵 的 秩 ， 应 用 基础 子 式 确定 极 大 线 
性 无 关 组 . 


三 ”基本 要 求 


1 掌握 向 基 组 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 及 其 判断 方法 ， 

2 擎 握 向 车 组 极 大 线性 无 关 组 与 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 
的 概念 及 其 求法 ; 

3 ”能 熟练 地 运用 初等 变换 法 求解 线性 方程 组 (判定 是 否 有 解 
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以 及 解 的 个 数 ， 用 向 量 形式 给 出 -~ 般 解 的 表达 式 〉; 

4 ”掌握 克 莱 姆 法 则 (包括 广义 训 莱 姆 法 则 ) 能 用 行列 式 法 解 
线性 方程 组 ; 

5 ”了解 解决 一 般 线性 方程 组 理论 的 基本 想法 ， 

6 掌握 本 章 中 基本 结论 的 证 明 方法 ， 


【内 容 分 析 】 


3 1 线性 方程 组 的 有 解 条 件 


本 节 应 用 矩阵 的 秩 数 给 出 了 一 般 线性 方程 组 有 解 的 条 件 ， 以 及 
解 的 个 数 《定理 1 和 定理 2 ) 

在 此 基础 上 ， 进 一 步 对 两 个 特殊 线性 方程 组 给 了 两 个 结论 ， 

食 nn 个 未 知 数 、n 个 方程 的 线性 方程 组 有 唯一 和 解 的 充分 必要 条 
忻 是 ， 系 数 行列 式 不 等 于 0 《推论 1) 

含 克 个 未 知 数 、n 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 4 解 的 充分 必 
要 条 件 是 . 其 系数 行列 式 等 于 0 齐 次 线性 方程 组 当 方 程 个 数 忆 未 
知 数 个 数 时 ， 必 有 非 0 解 《推论 2)》 。 

本 节 这 几 个 结果 很 重要 ， 要 求全 记 ， 

以 下 补充 说 明 几 点 问题 

《1 ) 关于 和 矩阵 秩 数 的 一 个 性 质 

在 导出 定理 1 之 前 的 讨论 中 ， 曾 用 到 上 矩阵 如 平 的 一 个 性 质 : 

在 由 x 基 定 阵 4 的 第 如 列 之 后 再 添加 一 个 列 ， 所 得 到 的 矩阵 为 
4 时 ， 则 关于 和 和 祭 的 秩 数 有 下 面 的 结论 ， 

Ca) 或 者 rank A = Tank 各 

(Cb) 或 者 rank A = rankA+1 

这 是 因为 ， 当 ranfk A srTank 凤 时 ， 则 必 有 ， 

rankAA2r+1， ( 设 rank A =y) 
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另 一 方面 ， 对 于 筷 中 任 一 + + 2 阶 子 式 《 如 果 存 在 ) 来 说 ， 必 
为 下 列 两 种 情形 之 一 ; 

1 ) 不 包含 所 添加 的 列 ， 

2 ) 包含 所 添加 的 列 ， 

前 -一 情形 ;此 r+ 2 阶 子 式 为 矩阵 A 的 r + 2 阶 学 式 , 所 以 必 为 0， 

后 一 情形 ， 此 r+ 2 阶 子 式 接 最 后 一 列 展 开 之 ， 可 天 为 4 的 
(r+2 个) r+1 阶 子 式 的 代数 和 【前 边 带 有 系数 ) ， 由 于 rank 4 
=r 时 ，4 中 所 有 ?++i 阶 子 式 必 为 0 ， 从 而 4 的 这 个 r+2 芥子 式 
等 于 0. 

由 此 可 知 ; rankA =rt+1， 肥 rankA=rankA4+ 1, 

《2 》 关于 线性 方程 组 的 系数 阵 A 和 表示 什 阵 4 的 秩 数 的 计 
算 . 

由 于 4 的 前 4 个 列 即 为 4 的 wn 个 列 ， 所 以 对 所 的 行 作 初 等 变换 
后 所 得 的 矩阵 为 上 B 时 ， 则 BB 的 前 nr 个 列 即 为 么 的 前 n 个 列 作 行 初等 
变换 所 得 到 的 。 因 此， 由 8 的 前 n 列 所 构成 的 矩阵 的 秩 ， 即 为 上 的 
秩 ，B 的 秩 为 所 的 秩 ， 

因此 、 求 系数 阵 4 和 表示 人 矩阵 和 4 的 秩 数 时 ， 可 以 只 对 筷 的 行 作 
初等 变换 ， 即 可 同时 求 出 ， 

一 般 情 形 下 ， 如 果 只 要 求 去 求 4 和 4 的 秩 数 ， 只 要 不 把 最 后 一 
列 的 倍数 如 到 前 m 列 上 去 ， 对 4 的 列 作 初等 变换 后 所 得 到 的 矩阵 吾 
的 前 个 列 ， 即 为 4 的 前 列 作 初等 变换 后 的 结果 。 所 以 ， 在 求 4 
和 委 玖 秩 数 时 ， 对 列 作 初 等 变换 也 可 以 (这 时 不 准许 把 第 n+1 列 
的 售 数 加 到 前 1 列 上 ) ， 

册 于 矩阵 的 秩 数 作 初 等 变换 后 不 变 ， 所 以 对 和 的 行 、 列 可 同时 
作 初 等 变换 〈 只 要 作 列 的 消 法 变换 时 ， 不 把 最 后 一 列 的 倍数 加 到 前 
8 个 列 上 )》 ， 就 着 最 后 所 得 到 的 矩阵 互 的 前 z 个 列 和 旦 本 身 的 秩 
数 ， 即 可 千 时 求 得 4 和 有 么 的 秩 数 ， 
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$ 2 线性 方程 组 的 公式 解 一 一 克 莱 姆 法 则 


上 一 节 已 经 解决 了 一 般 线性 方程 组 的 求解 问题 ， 为 了 把 线性 方 
程 组 的 解 通过 给 定 线性 方程 组 的 系数 和 常数 项 表示 出 来 ， 本 节 应 用 
行列 式 必 为 工具 ， 给 出 了 线性 方程 组 的 公式 解法 ， 

先 就 特殊 情形 ， 即 未 知 数 个 数 等 于 方程 个 数 的 方程 组 ， 在 系数 
阵 的 行列 式 不 等 于 0 的 情形 下 ， 给 出 了 公式 解 ， 

| AKI Tir = bl 
《1) 
| ait irr 


当 号 = detA 志 0 时 ，《1L》 有 唯一 解 ， 


D. ， 
| 二 万 1=1, 2, ,hn, 


其 中 喇 是 (1) 的 系数 阵 妇 的 行列 式 ，D, 为 用 《1) 的 常数 
项 作 列 理 换 疡 的 第 j 列 所 得 到 的 nn 淮 行列 式 。 (定理 1 克 菜 妊 法 
则 ) 

其 后 ， 在 此 基础 上 定义 了 克 莱 姆 型 方程 组 的 概念 ， 给 出 了 克 莱 
姆 型 方程 组 的 公式 解法 。 

最 后 ， 证 明了: 

线性 方程 组 的 秩 为 > 时 ， 则 此 线性 方程 组 的 系数 阵 的 基础 子 式 
《 即 不 为 9 的? 阶 子 式 》 所 在 的 r 个 方程 是 克 莱 姆 型 方程 组 ,而且 
与 原 方程 组 同 解 (定理 2》， 

由 此 得 出 用 《广义 的 ) 克 莱 姆 法 则 对 一 般 线性 方程 组 给 出 的 公 
式 解 法 . 

以 下 补充 说 明 几 点 问题 

C1) 广义 克 革 姆 法 则 解 线 性 方程 组 的 具体 步骤 。 

(a ) 写 出 线性 方程 组 的 表示 入 阵 ， 然 后 应 用 初等 变换 求 出 系 
数 阵 和 表示 矩阵 刀 的 秩 数 ， 
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如 果 rank4 = rankA4 刚 方程 组 有 解 ， 继 续 作 下 一 步 。 和 否则， 到 
此 结束 。 

Cb) 在 rankA=rankA =r 的 情形 下 ， 在 系数 阵 4 中 找 一 
个 基础 子 式 ， 即 在 4 中 找 一 个 示 等 于 0 的 ”> 阶 子 式 刀 ,然后 写 出 也 
所 在 的 了 个 方程 ， 即 与 原 方 程 组 同 解 的 克 菜 姆 型 方程 组 。 

《ec 把 克 某 姆 型 方程 给 中 了 所 在 的 个 列 所 决定 的 未 知 数 确 
定 下 求 ， 然 后 把 其 余 的 n 一 r+ 个 未 知 数 取 为 参数 ， 移 到 等 导 右 端 作 
为 常数 项 ， 应 用 克 菜 姆 法 则 解 出 之 ， 

(C2) 用 克 莱 姆 法 则 解 特殊 线性 方程 组 比较 方便 ， 如 果 ， 不作 
特殊 要 求 ， 一 般 情 况 下 总 是 用 消 元 法 《对 表示 算 阵 的 行 作 初等 变 
换 ) 解 线性 方程 组 。 克 莱 姆 法 则 的 作用 ， 一 方面 说 明 解 与 系数 、 党 
数 项 的 联系 ， 另 一 方面 在 论证 问题 方面 有 很 重要 的 作用 、 


3 3 一 $4 线性 方程 组 解 之 间 的 关系 ，n 维 向 晶 
的 线性 相关 性 与 基础 解 系 


第 三 节 首 先 证 明了 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 重要 性 质 ， 

若 1，9z，*"…，Q， 是 齐 次 线性 方程 组 的 s 个 解 ， 这 s 个 解 的 
任 一 线性 组 合 : 

Ka + kg t+t +R KR， 是 数 域 F 中 任意 

数 ， 
都 是 该 齐 次 线性 方程 组 的 解 (命题 1 推论 ) ， 

齐 次 线性 方程 组 的 这 一 特有 的 性 质 ， 为 我 们 提供 了 一 个 宝贵 的 
鸡 示 :能 否 求 出 齐 次 线性 方程 组 的 一 组 有 限 个 解 : ai:，az，…，G， 
使 得 这 s 体 解 能 生出 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 和 和解。 如果 可 能 ， 那 必用 
这 个 解 ， 把 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 解 都 可 确定 出 来 ， 

关于 非 齐 次 线性 方程 组 ， 本 节 给 出 了 下 述 结 果 ， 

若 y 是 非 齐 次 钱 性 方程 组 《17》 的 一 个 取 定 的 解 ， 当 ez 到 六 
《1》 的 导出 齐 次 组 的 所 有 解 时 ， 则 所 有 的 yo+ea 即 为 《1) 的 所 
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有 和 解 《〈 命 题 2 排 论 ) ， 

由 此 结果 可 以 看 出 ， 如 果 掌 握 了 导出 齐 次 方程 组 的 通 解 ， 草 非 
齐 次 线性 方程 组 的 通 解 也 就 清楚 了 ， 

正 因 为 如 此 ， 所 以 研究 关于 一 般 线 性 方程 组 解 之 间 的 关系 ， 重 
把 就 放 到 放 次 线性 方程 组 上 。 

第 四 节 为 了 解决 线性 方程 组 的 和 解 之 间 的 关系 ， 先 定义 了 维 向 
基 ， 伏 后 引进 了 向 量 空 间 和 子 空 间 的 概念 ， 并 且 作 为 例子 指出 ， 齐 
次 线性 方程 组 的 所 有 解 的 集合 是 一 个 向 量 空 间 ， 称 它 为 该 齐 次 线性 
方程 组 的 解 空间 ， 

为 了 讨论 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 的 构造 ， 洁 对 数 域 上 的 向 
量 空间 引进 了 线性 组 合 、 线 性 相关 、 线 性 无 关 、 航 大 线性 无 关 组 等 
慨 念 ， 并 进一步 给 出 了 癌 量 空间 的 基底 和 维 数 概念 . 

从 基 展 的 概念 可 以 看 出 ， 用 它 就 可 以 生成 向 量 空 间 的 所 有 商 
量 ， 而 且 ， 基 座 基 生成 向 量 空间 时 所 使 用 的 向 其 个 数 最 少 的 一 组 ， 

由 此 有 可知， 只 要 掌握 了 癌 量 空间 的 一 个 基 座 ， 那 么 这 个 商量 空 
间 的 结构 就 清楚 了 。 前 而 提 到 ， 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 解构 成 一 个 
向 景 空间 一 一 解 空 间 ， 所 以 要 掌握 齐 次 线性 方程 组 的 所 有 解 ， 只 须 
掌握 章 次 钱 性 方程 组 的 解 空间 的 一 个 基底 即 可 ， 

本 节 证 明了 ; 秩 为 + 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 为 n-+ 维 的 
向 量 空间 ， 并 且 给 出 了 求 基底 的 具体 方法 《8 4 定理 7) 。 

在 讨论 中 为 了 体现 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 的 基底 的 作用 ， 我 
们 称 它 为 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 。 

最 后 ， 本 节 给 出 了 一 般 非 齐 次 线性 为 程 组 的 解 的 结构 定理 ， 

具 合 个 未 知 数 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 秩 为 r(r<<n)，yo 是 它 的 
一 个 到 定 的 解 ，a1，&;，…，&n-， 是 它 的 导出 齐 次 组 的 一 个 基础 解 
系 。 则 

0 十 Ki 十 Ka22 十 六 十 天 re-ri ki kr 为 数 域 
F 中 的 数 ， 
是 此 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 《8 4 定理 8) 。 
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以 下 补充 说 明 几 点 问题 

《1 ) 关于 向 量 组 线 手 相关 与 线 手 无 关 的 定义 ， 

开始 接触 线性 相关 、 线 狂 元 关 的 概念 时 ， 总 会 有 人 感到 这 个 要 
念 不 可 提 措 。 尤其 是 ， 对 于 线性 无 关 的 概念 ， 更 觉得 难以 理解 ， 

那么 向 景 组 线 竹 相关 和 线 福 无 闫 是 什么 意思 嘱 ? 

线性 相关 和 和 线性 无 关 这 两 个 概念 是 描述 向 量 组 的 往 质 的 ， 是 揭 
示 闻 量 组 中 镶 量 闻 的 关系 的 ， 这 一 点 可 以 从 本 节 定 理 1 看 出 来 。 

定理 1 措 册 ， 问 量 组 gL，&z，…， 0，(s 字 2) 线性 相关 ， 必 要 
而 且 只 了 qjy，g2，*…，w， 中 至 少 有 一 个 向 量 可 被 其 余 向 量 线 和 连 表 
示 。 

这 人 定理 如 果 用 道 否 命题 的 形式 叙述 时 ， 刚 为 : 

Rly fly rs Rs (3 祈 2) 线性 无 和 闫 必要 而 县 只 要 an {is "0; 中 
每 一 向 量 都 不 能 被 其 余 的 向 量 线性 表示 。 

因此 ， 由 定理 1 可 把 向 量 组 是 线 福 相关 的 理 解 为 ， 向 量 a,， 
dt9 "9 0 之 辣 有 关系 一 一 线性 表示 的 关系 (正确 的 说 法 应 是 ， 至 少 
有 一 问 量 可 被 其 余 的 疝 量 线性 表示 ) ; 向 量 组 a 2 …; 0 
《5 之 2) 线性 无 关 ， 可 按 定 理 1 理解 为 ， @1 ,m2,… ya, 中 各 个 向 量 闻 
都 没有 关系 一 一 线性 表示 的 关系 (每 个 向 量 都 不 能 被 其 余 的 向 量 线 
性 表示 )》 

定理 1 中 关于 向 量 组 所 含 向 量 的 个 数 。 ， 限 制 s 之 2 这 是 因 
为 ， 如 果 不 附加 这 个 条 件 ， 对 于 只 合 一 个 向 量 的 特殊 向 量 组 来 说 ， 
和 1 可 被 其 余 问 量 线 性 表 示 是 没有 意义 的 ， 

( 2) 关于 定理 2 

定理 2 指出 ， 若 向 量 组 a,a2，…,w， 线 性 元 关 ， 衣 加 向 量 
后 ， 问 量 组 aa， Hd23 :+s 9 8 线性 相关， 如 8 可 被 309" 立 : 线 
手表 示 ， 

换个 说 法 ， 定 理 2 也 可 以 说 为 ， 

92，"…，0:， 线性 相关 ， 吉 果 去 掉 上 B 之 后 ， 襄 量 组 a， 
4 0: 线 此 无 关 时 ， 巾 有 可 被 mw，0y、…，、&; 线 性 表示 ， 
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上 述 的 定理 2 在 研究 向 量 组 的 线性 关系 时 ， 是 一 个 很 重要 的 结 
果 。 通常 在 论证 问题 时 ， 说 明 癌 量 6 可 否 被 线性 无 关 的 回 量 组 zl， 
Wz， Ar 线性 表示 ， 常 常 采 取 去 说 明 向 量 组 i， 2，*……*，&1， 

8 龙 否 线性 无 关 的 办 法 ， 

如 果 ，@1，&2，'…，&s,，B 线性 相关 ， 则 由 定理 2， 有 可 被 
ri az，…， 姥 性 表示 

如 果 ，ei，gz，…，f:， 朋 线性 无 关 , 则 由 定理 1 训 知 ; 8 不 能 
被 和 i， Has "ss z: 线 性 表示 ， 

万 一 方面 ， 本 节 定 理 1 指出 ， wu， oa，…，a， (322) 线性 相 
关 ， 则 至 少 有 一 个 能 被 其 余 的 向 量 线 性 表示 。 那 么 ， 到 底 是 那 一 个 
可 说 其 余 的 向 量 线 性 表示 呢 ? 

按 定理 2 上 面 所 指出 的 后 一 说 法 ， 如 果 去 掉 e, 以 后 其 余 的 向 最 
线性 无 关 时 ， 则 c: 即 可 被 其 余 向 量 线性 表示 。 

如 果 去 掉 ai 以 后 ， 其 余 向 量 仍然 线性 相关 ， 其 结论 如 何 呢 ? 读 
者 自己 去 考虑 。 

《3) 关于 定理 3 

定理 3 指出 ， 向 量 组 a,，a;，…，&, 线 性 相关 必要 面 且 只 模 
《 苑 分 必要 条 件 ) Gls diy "ys x#: 的 分 基 抢 阵 4 的 秩 忆 s。 

这 一 定理 的 道 否 命题 的 形式 是 ， 

QW， ， 站 线性 无 关 ， 必 要 面 且 只 要 Hi， 2， GG， 的 分 
莉 上 矩阵 4 的 悉 =s。 

这 一 结果 为 我 们 提供 了 一 个 切实 可 行 ,， 面 卫 简 便 的 判断 向 量 组 
是 否 线 性 相关 的 方法 ， 只 须 写 出 ri， Gas 9 Hs 的 分 俐 插 泗 ， 应 用 
初等 变换 计算 出 分 量 矩 阵 的 秩 数 ， 即 可 断定 向 量 组 @i，o，…:a, 是 
否 线 性 相关 。 由 此 又 一 次 看 出 具 阵 的 初等 变换 的 作用 ， 

(4) 关于 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 

《2a) 由 定理 2 可 将 向 量 集合 $ 的 极 大 无 关 组 的 定义 叙述 为 下 
面 的 等 价 形 式 : 1，&2，…，&, 5， 如 果 

1) ci 0 48r 线性 无 关 ， 
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2) $ 中 任 一 向 量 8 都 可 被 el，o，…，x， 线 性 表示 ， 则 称 
fli，z2，， 2 是 3 的 极 大 线性 无 关 组 。 

Cb》 极 大 线性 无 关 组 的 存在 性 ， 

命题 1 和 定理 3 的 推论 2 都 指出 了 极 大 线性 元 关 组 的 存在 性 ， 
命题 1 是 推论 2 的 特殊 情形 . 

Cc ) 极 大 线性 雹 关 组 的 求法 ， 

本 节 定 理 4 指出 ; 

gl oz "全 的 分 量 条 阵 ; 


Hi dl 1 


-| G21 2 二 由 Qa: ， tj; 一 《Ga1i， Cz an;) 
al dn2 ™* Un: ;= 1， 2 
于 是 His Has “9 让 : 的 一 部 份 癌 是 ,| Ci 轴 是 
dls fr “ #: 的 极 大 线性 无 关 组 必要 而 且 只 要 ai ， Gi, "yg ai 
所 在 的 列 上 在 在 A 的 基础 子 式 ， 


因此 ， 求 问 量 组 wy，&:，…*，， 的 极 去 无 美 组 时 ， 可 上 先 求 出 
cl fz， …， 4 的 分 量 生 阵 4 的 秩 数 ， 设 它 为 > 时 ， 找 出 4 的 一 个 
不 等 于 0 的 了 上 阶 子 式 口 ， 则 呈 记 在 的 ”个 列 即 为 cu，w，…，a 的 
极 大 名 性 无 次 组。 由 此 ， 叉 一 次 看 到 初等 变换 的 作用 ， 

《5 ) 关于 些 阵 的 秩 数 和 怎 阵 的 列 《〈 行 ) 向 重组 的 秩 数 的 关 
系 ，。 

由 本 节 定 理 4 襄 知 矩阵 A= (a;;) 的 列 向 量 组 的 秩 数 〈 即 极 大 
线性 无 关 组 所 含 向 是 的 个 数 )》 等 于 矩阵 4 的 秩 数 ， 

另 一 方 而 ， 册 于 frankA=rankA'， 而 rank47 等 于 A!' 的 列 向 
量 组 的 和 铂 ， 而 4 的 列 向 量 组 是 4 的 行 向 量 组 ， 所 以 rankA =4 
的 行 问 量 组 的 秩 ， 

于 是 得 到 ， 

rankA = 有 A 的 列 癌 县 组 的 秩 = 4 的 行 向 量 组 的 秩 。 

《6 ) 向 量 组 的 秩 对 于 向 量 组 相关 性 的 作用 。 
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《ua) 定理 5 保证 了 向 其 组 的 秩 是 有 意义 的 ; 

Cb) 由 于 向 量 组 的 秩 等 于 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 中 所 合 回 
量 的 个 数 ， 而 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 是 它 的 一 个 部 分 身 量 组 ， 所 
以 可 由 应 显 组 的 秩 数 了 和 铅 基 组 所 含 疝 量 个 数 s 的 关系 ， 断 定 此 问 
其 组 的 线性 相关 性 ， 

1) 大 Fr<s， 则 辐 量 组 线性 相关 【定理 5 推论 ， 

2) 若 +=3， 则 问 量 组 本 身 即 为 它 的 极 大 线性 无 关 组 ， 故 此 向 
量 组 线性 无 关 . 

《7 ) 关于 定理 6 

定理 6 指出 了 有 线性 瑚 示 关 系 的 两 组 向 其 的 秩 数 之 间 的 关系 ， 
由 此 可 以 得 出 ; 

若 1， Nis Ts Hs 《 工 > 能 被 8,， … CI) 线性 党 示 ， 当 
sf 时 ， 则 向 量 组 《 I) 必 线 性 相关 ， 

事实 上 ， 由 定理 6 ， 向 量 组 《〈《 工 ) 的 秩 数 六 委 向 量 组 《IT 的 
秩 数 产 ， 即 产 示 ma。 

而 所 世 3， 12 所 t+， 由 8 六 t， 必 有 < 之 5 

所 以 由 本 节 定 理 5 的 推论 ， 向 量 组 必 线 性 相关 ， 

让 此 ， 进 一 步 还 可 以 看 出 : 线性 无 关 的 癌 量 组 &1;8&z，*… sa,， 
决 不 能 被 呵 量 个 数 少 于 s 的 向 量 组 :， 户 ， 记 ，…， 有 (tcs) 线性 
表示 . 即 , 当 clyos， yx 线性 无 关 ， 可 被 凡 ， 有 ，…，8， 线 性 表示 
时 , 则 必 有 ssf 事实 上 ， 这 个 说 法 是 上 述 结 果 的 男 一 种 岩 述 形式 ， 

《8) 车 S51 和 5S: 都 是 向 量 空间 ， 如 果 ai，o，…，P， 有 是 是 Si 
的 基底 又 是 5; 的 基底 时 ， 则 5, 和 Sz 相同 。 这 一 事实 ， 由 基底 的 定义 
可 知 生 是 成 站 的 ，。 

《9) 关于 阿 量 空间 的 维 数 

内 于 向 其 空间 的 锥 数 ， 根 据 定义 是 基底 所 含 向 量 的 个 数 。 所 
以 ,不 能 认为 n 维 向 量 所 构成 的 向 量 空间 的 维 数 都 等 于 。 

事实 上 ， 只 有 所 有 # 维 疝 量 的 全 体 所 构成 的 向 量 空间 F'"* 是 有 
维 癌 晤 空 问 ， 
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例如 就 n= 4 的 情形 来 看 ，F' = {所 有 4 维 向 量 } 是 4 维 空间 ， 
因为 ,se = (1，0，0，0) 8a= (04100) ,83 = (0,05 1 0)，84 = (050， 
0 切 是 互生 的 一 个 基底。 

又 刘 ， 

Si={fte， 0，0，0) |YaEFRF) 是 向 量 空 间 。 

可 知 :， (1，0, 0，0) ” ES, 而且 Si 中 每 一 向 量 都 可 被 它 线 性 
表示 。 所 以 人 L，0，0，0) 是 5 的 基 痪 。 于 是 ，51 是 1 维 空间 。 再 

如 ， 令 

S2={(0，b，0，0) [YbE€F} 是 向 量 空间 ， 

而 ，1，0，0) 是 5; 的 一 个 基底 ， 所 以 $2 也 是 1 维 空 间 ， 

显然 51 和 Sz 是 不 相同 的 两 个 一 维 向 量 空间 ， 

一 般 地 ， 我 们 知道 ， 秩 为 的 含 个 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 
的 解 空 间 是 n -+ 维 的 向 量 空间 ， 

建议 读者 由 已 去 具体 找 出 几 个 由 某 些 5 维 疝 量 所 构成 的 2 维 向 
量 室 间 ，3 维 向 量 空间 ， 

想 一 想 ， 存 不 存在 由 某 些 5 维 向 量 所 村 成 的 6 维 空间 ? 为 什么 ? 

(10) 关于 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 《 郧 解 空间 的 基底 )》 

Ca》 车 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 的 维 数 为 n 一 x 时 ， 则 齐 次 
线性 方程 组 任意 n+ 个 线性 无 关 的 解 必 为 解 空 间 的 基底 ， 即 齐 次 
线性 方程 组 的 基础 解 系 . 

(b ) 关于 基础 解 系 的 求法 

本 节 定 理 了 的 证 明 锭 出 基础 解 系 的 求法 如 下 ， 

1) 写 出 齐 次 线性 方程 组 的 系数 阵 4 ， 人 然后 对 和 的 行 作 初 等 变 
换 ， 化 篇 为 BB 型 了 泗 ， 为 明显 起 见 ， 设 它 为 下 面 的 形式 ， 


1 bi 0 birri "°°™ b,. 
dO 1 0 bry 2 ba 
B= 0 从 1 hb.,,y wii PD, 
力作 0 0 ""* 0 
0 0 0 0 .0 


3 人 0 


2 ) 解 以 电 为 系数 阵 的 齐 次 线 狂 方程 组 ， 


| th rilt "二 和 nn = 二 由 


Nr + bay ,Xr +1t+ "+ ha Xn = 0 


Xr + hb, ;11X41+ Me tr. 三 站 


0 Xn = 全 


1 心 xn 一 站 


注 ， 由 于 上 面 的 齐 次 线性 方程 组 ， 与 前 "个 方程 所 构成 的 齐 次 
线性 方程 组 是 同 解 的 ， 所 以 以 后 为 方便 起 见 ， 写 出 以 8 为 系数 阵 的 
齐 次 线性 方程 组 时 ， 后 一 + 个 方程 略 去 不 写 。 


求 出 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 表达 式 为 ; 
1 二 —bi, : ifrr Tn — bi,ts 
涡 1 二 — bi,, tr 一 bart 
区 :二 一 让 ,1 一 一 Cy 


r+r1l 二 trrl 


n= 三 fs 


3) 然后 对 长 并用 中 的 frrls vs ts 依次 给 出 由 -rr 组 值 ， 使 所 
得 到 的 &-r 个 解 线 性 无 关 . 
一 般 地 ， 我 们 取 下 面 n 一 :组 值 ; 


[tsi=1, tra2 = 7 t= 人 0 
| £, ,1=0, tr.2=1， “sy fn 三 用 
,让 ;11 三 昌 ， t+ 3 三 0， 机 tn。 一 了 
于 是 所 得 到 的 mn-r 个 具体 的 解 如 上 证， 
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i= briis — bariis "ns —b,riis 1 ， 0 ， nn 个 
ts hb,,2s — hz,+r2y ” 一 由 -+34 0，, 1, "ns 0) 


下 一 (一 有 bry "7s —brrs 0, 0, :…,， 1) 

显然 ，eis ipt 线性 无 关 《因为 dis Fae "ss nt 的 分 
量 矩 阵 的 秩 数 等 于 n -rm 。 

所 以 qi，az，*…，&,-， 即 为 所 求 的 一 个 基础 解 系 ， 

对 上 面 了 扩 到 的 -> 组 值 来 说 ， 并 不 是 唯一 的 取 法 。 事实 上 ， 
只 到 对 应 于 所 取 的 rn 一 r 组 值 ， 求 得 的 nr 个 解 是 线性 无关， 这 n 一 r 
组 值 持 样 取 都 行 . 尽管 如 此 ,但 是 出 于 计算 简单 的 要 求 ,通常 求 齐 次 
线性 方程 组 的 基础 解 系 时 ， 我 们 总 选取 上 面 (*) 式 的 za-” 组 值 ， 

(11》 关 于 通 解 

我 们 在 第 四 章 消 元 法 的 讨论 中 ， 给 出 了 通 解 天 达 式 ， 


XIi= 册 一 Cr il 一 一 Cst， 
Xi 二 人 3 一 Ci1 一 "+ 一 Cnts 
| Xr = “Orrtitirl— ~ Crt, tt1) 
Xri= ri 
Xn 二 Tn 


在 本 章 3 4 中 用 向 量 又 给 出 了 线性 方程 组 的 通 解 的 另 一 表示 方 
法 ， 
Pot Kcit tt Ra On C2) 
那么 二 者 的 关系 如 何 呢 ? 结论 是 ， 二 者 是 一 致 的 。 
事实 上 ， 应 用 《1) 求 线性 方程 组 的 一 个 特殊 解 yo 时 ， 令 
fi=T+zr =f,=0 
则 得 到 一 个 特殊 解 ， yo = (dl，d，…，d，0，…，0) 
由 于 把 (1) 中 的 并， dz, 人 乔 换 为 0 时 ， 即 为 原 非 齐 次 
线性 方程 组 的 导出 齐 次 组 的 通 解 卷 达 式 ， 所 以 可 以 利用 《1) 式 
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求 出 导出 齐 次 组 的 一 个 基础 解 系 ， 
取 tr+1= 1, 二 2 一 人 “ys tr 三 人心 
1, ,1 二 心 ， tris=1, "yy tf, 二 站 


f :1 一 心 f，+2 一 昌 ， 本 t ;一 了 
得 到 基础 解 系 为 : 
ET 一 攻 一 Cir+ly 全 1 1， 0}， ey 0) 


到 = (—Cr+r2y 一 人 rr+39 "ss Crrins 0、 1 ， “+r 站 


Cur 一 Cr -mei 0 0 1) 

这 时 用 向 量 表 出 的 通 解 即 为 : 

(di zs 0 0 二 1 
— C2arity rs 一 人 4 0， 
tirrat Cirizs 一 far oo 2 0 1, :+ 0) 
十 

应 用 问 量 的 运算 整理 之 ， 上 式 等 于 下 面 的 维 向 量 ，; 

(di — CrytrriT Cir yaty 2— rr — Contos ry Or— Cyritrts 
一 

由 于 上 曾 的 向 量 为 原 方 程 给 的 解 ， 所 以 有 ， 


Xi=di Ctr Cnt. 


bE 三 如 ， Cerriitrii— “一 


其 ,11 二 下 ,+1 


xX+ = t, 
另 一 方面 ，《1) 为 原 方 程 组 的 通 解 ， 记 以 用 向 量 表 示 时 ， 方 
程 组 的 任 一 解 为 下 而 的 形式 
《KG 一 Ci 一 Cl 让: 一 Ci 一 人 1 


一 吕 2742 一 一 人 人 +s da, — C+ritri— Crriztrya 
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一 一 站 
= {dd Has ws drs 0 0g pp 二 
Cortis “9 一 rr 1, 0 ***, 0) 
Ftisat — Cirsas — C2arizy or Crr+r2s DO, 1, 10) 
十 十 让 《Ci — Cans “a Cras O09, OO '*", 1) 
一 和 十 二 ttt rd 
其 中 ,y= (dy， 中，…，d，0，0，…0) 是 原 方程 组 的 一 个 
特殊 解 ， 
站 1 一 《一 Cir+l —C2riils vy 一 rrtt ls 0, **, 0) 
2 = 0 ~ Caras rs Crrias 0 1，…， 0) 
Cncr Cg 一 Cr rn 0, 0, *, 1) 
是 导出 齐 次 组 的 基础 解 系 ， 
综合 上 述 可 知 方程 组 的 通 解 的 两 种 形式 是 完全 一 致 的 ， 只 不 过 
荐 未 出 方法 不 同 而 已 。 


【例题 选 解 】 


例 1 判断 向 基 组 ， 
a= l,l 31), t= (5, 一 2,38, 一 9)， a3=(—1,1,—1,3), 
w= {1，3，1，7) 的 线性 相关 性 ， 
解 ” 应 用 定义 ， 考 查 是 否 存在 不 全 为 0 的 4 个 数 ， ki,ka,ks， 
使 
Ko + Kt + Katta 十 KGd = 6 {1) 
成 立 ， 
将 ai，o，ws，w 的 分 量 代入 《1 ) 式 ， 整 理 之 ， 得到， 
(kit 5K2 一 大 3 十 其， 天 2R2 t+ kat Sk SK1+ BKE2— Kyte, 
ki 一 Ok + 3k3+ TK) 
= (0, 0, 0, 0) 
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由 将 量 相等 得 到 : 
i K+ SK — Ka K=O 
Ki— 2k2 + Ka+ 3ka= 0 {2) 
] 3k1 + Bk2— kat Ka= 人 0 
,Ki — 9k2 + 3Ka t+ FRA = 
电 于 (2) 的 系数 行列 式 等 于 0 ， 所 以 (2) 有 非 0 解 ， Ki， 
kz，Ka， Ks。 从 而 可 知 辜 ，t&2，03， 线 性 相关 { 因 浆 (2 的 任 一 
解 都 满足 《1) 式 ) . 
解法 2 许 用 本 章 定 还 3 ， 计 算出 ww，62，t3，t& 的 分 量 虚 阵 


的 秩 数 ， 然 后 与 向 量 个 数 比 较 大 小 ， 
Wz，Q3，4 的 分 量 和 矩阵 


‘1 5 -1 1 
A-|!1 -2 1 3 
| 3 8 -1 1 
人 1 -9 3 7 


而 j4A| = 0， 所 以 rank4 委 3。 故 的 ，6z， 上 中，a4， 线 性 相关 ， 
例 2 若 w，8，? 线性 无 关 ， 则 e+B，8+y，a+y， 也 线性 无 
关 ， 
证 明 让 用 定义 指出 ; 
车 KamtB}+tkB+tyy thty+oe)=0 《1) 
必 有 Ki =0， Ki=0，Ks = 二 0， 即 可 ， 
由 向 量 加 法 和 数 乘 向 量 的 运算 性 质 ， 将 《 1 ) 整理 之 ， 得 到 ， 
(Kut Eade + ki + ka B+ (ki ka)y =0 
由 题 设 w，8，? 线 性 庆 关 ， 所 以 上 式 成 立 ， 必 须 ; 
| 2 
Ki+t+ks=0 
\ Kk2+kK3=0 
解 之 ， 得 到 ， 
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ki = k= Ka= 人 0 
所 以 ，a+B8，B+7，Y+& 线 性 无 关 . 
例 3 设 向 量 组 gy，az:，…，e&; (了) 的 秩 为 r 时 ， 则 (1 了 ) 中 任 
意 r 个 线性 无 关 问 量 组 a; » ip Ci , 必 为 Cl 的 极 大 线性 无 
关 组 ， 
证 明 只 须 证 明 ，《 了 1》 中 任 取 一 个 向量 ea; ， 


Hs Cis ty Wis Ci) 

线性 相关 即 可 . 
因为 CI》 的 秩 为 r ， 所 以 (I)》 必 有 一 极 大 线性 无 关 组 含 + 

个 回 量 ， 设 为 : 
ds Oy 人， (2) 


草根 据 极 大 线性 无 关 组 的 性 质 ， 回 量 组 ( 1 ) 可 被 向量 组 (2) 
线性 表示 。 而 《1) 的 个 数 大 于 (2 ?的 向 量 个 数 ， 所 以 由 本 章 $ 4 
补充 说 明 ( 7 了 >， 则 qi ，8;,，"…，Q; ,4; 线性 相关 。 即 得 ，ei ， 
oa;,，…， qi ,是 向 量 组 (1)》 的 极 大 线性 无 关 组 ， 

例 4 设 回 量 组 x1:，6:，…，&:;《 1》 和 问 量 组 名 ， 训 ，…'， 
B: 《 工 ) 的 秩 分 别 为 产 和 产 时 ， 证 明 ， 癌 量 组 ai， QQ， 
pi， 有，…， 户 《下 》 

的 秩 了 ”满足 条 件 ， 
maxt(triy FJ 十 广 

证 明 令 向 量 组 《1》 和 问 量 组 CI》 的 极 大 线性 元 关 组 分 别 

为 ; 
i? "+ Qi 和 Bii，…'， B,, 
显然 向 量 组 (页 》 能 被 向 量 组 ， 
Qi By B,, CK) 
线性 表示 . | 
根据 本 章 4 定理 6 ， 则 
《有 夏 )》 的 秩 委 《8 ) 的 秩 系 mm + 几 
另 一 方面 ， rr 之 max (risr2) 是 显然 的 . 
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俩 5 令 


“11 0 | bi bse"bt 


Pe ] O21 在 22 2 | B= has baz'"*ba 
i i 
as na bor bora bt 
的 秩 分 别 为 ri 和 六 2 3 


fa td bit | 
C= I” 22* +" Gr bi bz22a: bs : 


[a dr On nl i 


的 秩 为 r+ 。 证明， max(ri, rm 十 Pa。 

证 明 ”由 本 章 学 习 指 导 $ 4 补充 说 明 〈《5 ) 知 ， 和 矩阵 的 秩 等 于 
其 列 向 量 组 的 秩 ， 于 是 应 用 上 例 的 结论 即 得 延 ， 

例 6 车 疝 量 请 能 被 回 量 组 Oy ry Cr dn 线性 表示 ， 但 
不 能 被 c,，…，g&n-1 线 性 表示 时 ， 则 en 可 被 e ，…，an-1， 户 线性 
表示 ， 

证 明 由 题 设 ， 8B 能 被 qd， Gi Cn 线性 表示 ， 所 以 有 : 

B=Rm+ + Rr-idn- :+ Ran CF 


发 证 : 4 可 被 oa， ni 8 线性 表示 ， 只 须 证 胡 其 所 昌 即 


可 
央 为 ， 若 ko 六 0， 则 有 
-= 一 KK ,了 nt 
Cn 天 月 + 大 1 二 + + ke mls 


有 = Ki t+ kr dn! 
与 及 不 能 被 Gls rs i 线性 表示 相克 届 。 所 隐 ,到 0， 得 
证 ， 
例 7 设 0，og2，… eu, 是 已 中 天 个 问 量 ， 证 明 ，0ay2z 
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线性 无 关 必 要 而 且 只 要 F'"' 中 每 一 向 量 都 能 被 它 线 性 表示 ， 
证 明 ” 先 证 必要 件 。 著 &1，aQ2， …， an 线性 无 关 ， 对 于 Fi 中 
的 任 一 庆 量 8 ， 把 上 添加 到 a1i， day "Ss a 中 ,ery a as, 


8B 必 线 性 相关 (因为 Fo 中 任意 n+1 个 向 量 必 线 忻 相 关 一 一 本 章 
§ 4 定理 3 推论 1) 
于 是 8 可 被 mr，gz，-…'，t; 线 性 表示 。 必 要 性 得 证 ， 
其 次 证 明 充 分 性 . 
在 BE 中 选取 个 向 量 所 构成 的 线性 无 关 向 量 组 ， 
”Si=《1，0，…， 0) 
ea= 《0， 1, ,0) 
: 1)» 


| + 
| e, = (0, 0, wii 1) 


当 问 量 组 gy，&2，…，Q: 能 线性 表示 FE 中 每 一 向 量 时 ， 则 
ely PE2，…， En 可 被 oo，…，2n 线性 表示 ， 
于 是 由 本 章 $ 4 定理 6 有 ; 
呵 量 组 ec:，a2，…，a 的 秩 关 (CT) 的 秩 
而 《TI) 的 秩 为 上 ， 所 以 回 量 组 ai，azz，…，as 的 秩 交 wm 。 
但 同 量 组 的 秩 不 可 能 超过 向 量 组 所 含 向 量 的 个 数 , 所 以 gl，az， 
0: 的 秩 等 于 nn， 即 得 ; a a en 是 本 鼎 的 极 大 线性 元 关 
组 ， 所 以 xi，22，…， 4 线性 无 关 得 证 ， 
例 8 设 齐 次 线性 方程 组 ， 
本 11 基 1 十 站 13X3 十 十 7 光一 前 
21X1 + D22X3 二 + danxs 二 让 (1 1 


各 


的 系数 阵 4& = (60;;) 的 秩 等 于 nn~1， 且 A 中 元 束 zi 的 代数 余子 式 
有 A;; 寺 0， 刚 g =《 和 1 ” ALis "yy 点 ;是 C1) 的 一 个 基础 解 


系 。 
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证 明 因为 (1) 的 系数 阵 4 的 秩 等 于 -1， 所 以 由 本 章 》 4 
定理 7 知 ，〈1) 的 解 空间 的 维 娄 是, na- (ae -1)=1， 所 以 《1) 
的 基础 解 系 只 含 一 个 铝 其 . 

由 本 意 学 习 指 导 $ 4 补充 说 明 10 可 知 , 只 要 说 明 , a={(A,i， 
1) 是 C1) 的 线性 无 关 的 解 癌 量 ， 即 得 证 5 是 
C1》 的 基础 解 系 ， 

因为 Aij 站 0， 所 以 ，& 三 0， 从 而 e 线性 无 关 ， 

下 面 说 明 : = 是 齐 次 方程 组 ( 1) 
的 解 . 

将 & 的 各 个 分 全 分 别 代 (1) 中 的 x,，xz，…，x%， 峙 ， 则 得 ; 

rE 了 村 下 
la +ainAA;: = detA=0 

所 以 ，c 是 《1) 的 解 。 证 完 ， 

例 9 着 y,，Y;，…， 7 是 非 齐 次 线性 方程 给， 


INL 十 如 13 + + a = bi 
QiNE TAXy+t TX, = DD (i) 


nN +t GnaXi+t + Xe bb, 
的 1 个 解 , 证 明 ， kyy, tkay:+…+giy: 是 (1) 的 解 必要 而 且 只 要 ， 
Kut kat :+ = 1, 
证 明 
令 iT=(eil Crs rs Cpn)s j=1, 2, "st. 
则 
Ky t Rpat rr + Ey = (Ck +t eakzt rr +erkiy '', 
CinKit+ carKst ert Cnk,) 
代入 《1) 的 第 i 个 方程 左边 ， 得 ， 
dintCuFKit Crkzt + Cokr) + aitcukit Ck2 tee 
tr) te torn (Cali Crankz i :+ Crnak,) 
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= Ktq;c + oczt Fancn) + RA;ica + A,2022+ 
+ qracar) t+ + kloancrt dat :To,nCrn) 
= 下 在; + Raab, + Ft Rb, = (Kit+ KR2+ +k,)b, 

由 此 可 憩 ; Ky 十 KP; 十 … 二,y ;1 是非 齐 次 线性 方程 组 (1) 的 

解 ， 必 要 而 且 只 要， 
(Ki+Rs+ :+k b=b, i=1l, 2, :", 《#4#) 

因为 《1) 为 非 齐 次 线性 方程 组 ， 所 以 在 常数 项 中 至 少 有 一 
,地 0。 因 此 ，《*#* ) 式 成 立 必要 疝 且 只 要 ji 十 十 十 大 = 1。 

总 此 证 得 ， Ky +TFzy:+…+ky 是 (1) 的 解 必 要 而 且 只 
要 ， 丰 ;十 Re 十 十 丰 一。 

人 情 10 ” 设 疝 量 组 w，az，…，e,〔〈T) 组 性 学 关 ， 并 可 被 向 量 
组 8 及 ，…，pB， (LI) 线性 表示 ， 则 

(C12 st 

《2 ) 适当 地 排列 向 量 组 (了) 的 次 序 ， 可 将 向 量 组 (1) 赵 
换 向 量 组 CCI》 中 前 s 个 向 量 , 使 得 向 景 组 a ars …， 4a;， 
月 有 ,与 向 量 给 CH) 等 价 ‘替换 定理 》 . 

证 明 结论 (1) 可 由 本 章 $ 4 定理 6 直接 得 到 。 

下 面 证 明 结 论 (2) 。 

对 问 量 组 〔〈I) 的 向 量 个 数  ， 作 数学 归纳 法 、 

当 #8=1 时 ， 因 为 

Qi = KA + kB + + kB, 

而 且 #; 线 性 元 关 ， 所 以 kK，K2，…，k, 不 能 都 等 于 0 。 适 当地 
政变 Bl， 忆 ，“…，8B; 的 次 序 ， 可 以 假定 k 寺 0。 于 是 有 


1 
B= 


因此 向 量 组 8， Bi, *"， 8 和 间 量 组 : fs Be, ,Bi 等 价 ， 即 
结论 (2) 对 了 =1L 时 成 立 . 

假定 对 s 一 1 来 说 ,结论 (2) 成立， 去 证 结论 (2) 对 s 成立， 

从 问 量 组 …， a ca， 中 取出 前 s-1 全 向量 网 wu 


Aa0D 


_ Ja _k: 
1 Kk Bs 天 


…， as:-1 仿 然 线性 无 关 旦 可 被 向 量 组 〔T》 线性 表示 ,于 是 由 归 
纳 法 假定 ， 可 适当 调换 〈E) 中 向 量 的 次 序 , 可 将 oo， 
r:_1 埠 换 到 〈I) 中 ， 使 
Qs 1 Bes Biris os Be (CH) 
与 如 量 组 (1 ) 等 价 ， 
因为 ec, 可 被 〈《X) 线性 表示 , 而 (ET) 与 (CE) 等 价 所 以 
a; 加 被 下》 线性 表示 ， 
Qs = kgrt er th dr thkiBs + ks fsrs +t n+k,B, 
因为 a， 是 线性 无 关 的 向 量 组 中 的 向 量 ， 所 以 @, 二 9。 因 此， 
RE， 不 能 都 等 于 0 
进一步 ， 因 为 &i, aq …， ta 线性 无 关 ( 题 设 )， 所 
以 ， a: 不 能 被 x:，…，a,-, 线性 表示 ， 所 以 可 知 ， 在 不 全 为 0 的 这 
组 数 5，…， 天 不 能 
部 等 于 0 。 否 则 将 导出 ,可 被 ，…，r。， 线 性 表示 的 矛盾 ， 
于 是 ， 遂 当 调 换 8,，…，8， 的 次 序 ， 可 以 假定 大 ,所 0。 从 而 


有 : 
8 = gz 一 二 + 
Kk, KK 
一 Ee 月 ， 


上 式 说 明 ，8 ,可 被 商量 组 : 
Hy 人 2 Os is Birss rs B, 

线性 表示 ， 

凤 此 向 量 组 a， 向 量 组 1, 
"wy fs BB;, 月 **s 8 等 价 。 

而 c，…，Gs-1， 8，8, 1，…，B, 与 向 量 组 〔 下 )》 等 价 ， 所 
以 有 ， 

Ci my Os ss Boy, "Bb 与 向 量 组 《ii 等 价 . 总 
此 ， 葵 换 定 理 得 到 证 明 ， 
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另 法 ， 

由 题 设 ; 各 ， 康 ， Bi 5a, a Bi 
等 价 ， 而 q1，&z，*"…，&; 线性 无 关 。 所 以 可 将 @，oa 0 扩充 为 
Qi az py 0 有 有，…， 朋 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; 

好 0 

此 处 rs+， 如 果 r=1 定 理 已 被 证 明 ; 车 r<t 则 订 尾 取 Bi,,,， 
Bi, 司 gi Qs a Pi,,,? wy Piss Bi, "ys Bi 与 
8 ， 有 ，…， 8 等 价 ， 于 是 替换 定理 得 证 。 
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练习 与 习题 解答 


第 一 章 ” 数 的 基础 知识 


练 习 一 


1， 用 第 一 数学 归纳 法 . 
1) 当 n=1 时 等 式 成 立 。 
2) 假设 =k 时 等 式 成 立 ， 看 n=K&K+1 的 情形 。 于 是 
12+ 22+ 小 K+ (k+l1): 
= [12 十 22 十 十 大 2 十 《十 133 


了 CR 十 芋 久 2 有 十 了 Ck + 1)2 
6 


_ (Kk+1)CkC2k+ 1) + tk+ 1)) 
6 


_ (kKk+1)(2k + ?E+ 6) 
6 


_ (k+l)(k+2)(2k+ 3) 
6 


_ (k+l1)(k+2) (2 1)+1) 
ee 
这 表明 m =K+1 时 等 式 也 成 立 ， 所 以 对 一 切 自然 数 # 等 式 都 成 立 。 
2。 下 第 一 数学 归纳 法 ， 
1》 当 n=1 时 等 式 成 并 。 
2) 假设 n=k 时 等 式 成 立 ， 夏 n=k&+ 1 的 情形 ， 于 是 
1 
Clr 2 +t K+ 1 It ti) (K+ 2) 


起 们 3 


EKER+T2) (天 二 1)( 下 二 2) 
3 


_ (Kk+ Dk+2) CR+ 3) 
3 各 


这 崇明 n=k+1 时 等 式 也 成 立 ,， 因 此 对 一 切 自然 数 呈 等 式 都 成 立 。 
3， 用 第 一 数学 归纳 法 ， 
1)》 当 #=1L 时 等 式 成 立 ， 
2) 假设 ”= 大 时 等 式 成 立 ， 看 4=K+l 的 情形 ， 于 是 
1] 1 
了 2 1) 二 
1 1 1 
1-2 3 ERTI) |: 《K+1)(E+2) 
三 一- 一 二-- 一 -一 - 1 -一 -一 一 
K+1 (k++ 1) {K+2) 
, K(K+2)}+1 
(Kk+1)(k+2) 
E+ 
(kr 1){xr2) 
大 十 卫 
K+2 


这 表明 n=k+ 1 时 等 式 也 成 立 ， 因 世 对 一 切 自 然 煞 等 式 都 成 立 ， 
4。 用 第 一 数学 归结 法 ， 
1) 当 n=1 时 处 等 式 成 立 ， 
2 ) 人 慨 设 站 = 时 不 等 式 成 立 ， 看 n=K+1 的 情形 ， 于 是 
Dri ni > 1, 


这 吉明 n=k+1 时 不 等 式 也 成 立 ， 因 此 对 一 切 自 然 数 n 不等式 都 成 
立 。 


时 


5。 用 第 一 数学 归纳 法 。 
1) 当 n=1 时 公式 成 立 。 
假设 n= 时 公式 上 成立， 看 R=&+1 的 情形 ， 于 是 


糙 全 并 


fae+b)xers=(a+pb) fa+by) 
= {at +etat b+ tola b+ +hi (+bh) 
一 CE 二) 二 
= ot+! +et+iatbht+ “eriogtti ph’ 二 -十 hit! 


这 表 角 n=k+I 时 公式 也 成 立 ， 因 此 对 一 切 各 然 数 #44 公 式 都 成 立 、 


练 可 二 


1. 1})(3468, — 595) = 173 
2) (110143,70091) = 10013。 
2。 侈 用 托 转 相 除 法 求 出 : 〈135 ,243) 。 
243=135.1+108, 
135= 108.1+27, 
108 = 27 ,4. 
由 此 ，(135,243) = 27， 进 而 
27=135+108,.(—1), 108=243+135(— 1),| 
于 是 
27=135+ [243+135:(—1):(—1) 
=135.2+243.(—1), 
即 w=2,， v= 一 1， 全 (135 ,243) = 135w + 243y。 
3。 令 d= {a,b)，au+by=ad， 首 先 指出 cd\ca, cd\cbp, 即 ca 
是 ca 与 cb 的 公约 数 . 于 是 由 cau +cbr=cd， 便 知 ed 是 ea 与 cb 的 
最 大 公约 数 ， 即 (ea，cp)] = ctasb}y， 
《。 首 先 ， 由 于是 ，(ae，b) = (das，d01)= aa，b)。 由 此 旺 
风 ，(a,b)=a 当 且 仅 当 (ab = 工 。 


练 避 三 


1, 用 反 证 法 ， 慨 委 0+ 日 与 吧 . 不 互 质 ， 以 耐 I+ 由 与 ab 必 存 
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质 约 数 p ，pe+b，pPN6D。 于 是 Pa 或 Db， 

漆 pa 又 pa+p 则 pp， 这 与 (ab)= 工 耶 盾 ， 

车 Pb 又 patb 则 pa， 这 也 和 {a,8)= 1 矛盾 ,这 表明 e+b 与 
2b 必定 互 质 ， 

妇 一 证 明 方 法 ， 

由 (a,b)= 1 可 有 auw+by= 1，。 于 是 

au tbut+bv- bau=1, BB (a+bw+b(lyv-u)=1; 

oux— avtavtbv=1, EB atu—y)+(atbvy= 1. 
因而 {a+b, a)=1，(a+t+b,b)=1， 所 以 (a+b,， ab)=1, 

2。 此 题 可 有 三 种 证 明 方法 .分 烈 如 于， 

12 (ec, pj\ac， (ec, pb 从 而 (fc，Bb)N(ac,b) (lac, bj\ac， 出 
(a, 一 1 可 憩 〔〈(ac，b)，6) =1， 于 是 (ac,，b)\c，(ac，b)\b， 因 
而 tac,p)\ (ec,b)。 总 之 (lac, 四 = te, 有)， 

2) 令 {c,b)=d，cuw+by=d， 显 然 (c, b)\(ac，b)。 于 是 由 
au +bv =1， 则 有 (aw +by (ew+ by)=d， 即 

acu 下 十 PIG vt cuav’ + byv =a 
因此 4= (c,B) 是 ac 与 b 的 最 大 公约 数 ，(ac,b) = (ce,b)， 
3) 令 g，b,c 的 一 般 标准 分 解 式 为 
a= pr pr piri"p: 
b= piprp stp: 
c=p' pe prtieptn 
于 是 


古寺 


ac = pi Br 
这 样 明 显 可 见 
‘Cac,b) = pirtiepts = Ce,b), 
其 中 Ky = min(Gs,yiy trp1)y 2， Ke=mints,, 1t.), 
3， 用 反 证 法 ， 假 设 p 有 所 说 的 性 需 ， 但 p 不 是 质数 ， 于 是 必 
有 p=wuv， 这 里 1< ay<Dp， 这 表明 puy， 可 是 p 不 整除 K，p 也 不 
净 除 ", 这 个 矛盾 指出 p 不 能 不 是 质数 。 
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4。 考 虑 a 与 b 的 -- 般 标准 分 解 式 。 可 今 


自 二 TI 有 


b= pi' pa 2 
于 是 62= pi ip 1 2 +t, 

到 = pi :ip mp?!. 
因为 oN ， 所 以 2 二 21，21 委 28， pp， 他 和 2 从 而 卫 委 1， 
ta tt 由 此 醒 得 站 b. 


练 习 四 


1。 1 和 任 取 aEFI 令 呈 = th 3 a=0+ba 3 
于 是 
qta= (qta) + (hiib)y 3 rer= (Cans + 3bibs) + (ob 
+02b)yA3， 当 2 站 0 时 ，w,bz 不 同时 为 0 ， 从 而 9 一 3b32 夺 0， 
于 龙 
立 1 th 3 Cathy 33) -bv 3) 


az tb 3 (mtha 3 Cos 一 bw 3) 


人 1 一 3b1ibs dbl 一 ibs mn 
2 
ds — bo 在 32 一 3h?s 3 


这 就 说 明 Fi 能 够 进行 四 则 运算 ，F 获 成 数 域 ， 同 埋 可 以 验证 Fa 
也 是 数 域 。 

2, 在 $4 中 我 们 已 经 有 一 种 大 小 关系 使 复数 党 C 成 为 有 序数 
集 ， 仿 此 ， 我 们 自然 又 有 另外 一 个 大 小 关系 也 使 如 成 为 有 序数 集 ， 
即 

令 a=at+ 刀 ，B=c+ 出 为 任 二 复数 ， 规 定 

nr< 有 当 且 仅 当 ee 或 ac=e 时 bd， 

这 样 容易 验证 在 这 个 大 小 关系 之 下 ，C 满足 有 序数 集 的 条 件 ， 

3。 因为 实数 域 也 是 的 真 于 集 , 所 以 必 有 复数 =a+picRR， 
并 且 5 二 0。 于 是 
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ga-a=bHERF， 丸 b 关 0,， (bi) =iEF 
从 而 对 任意 的 ww，vED, w+viERF,， 旭 F=C， 


习题 一 


1, 

1) 容易 看 出 ，n= 1 时 不 等 式 成 立 ， 而 n=2，3 ，4 寺 不 等 
式 不 成 立 。 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 对 于 关 5 的 一 切 自 然 数 nn ， 不 等 
式 都 成 芯 。 

2 ) 当天 =5 灶 ， 和 5 人 5， 芭 不 等 式 成 立 。 

3》 盆 设 不 每 式 对 于 Kzz5 成 并 ， 署 tt=k&t+1 的 情形 。 于 是 

2 2 
这 样 ， 当 n= 上 +1 时 不 等 式 也 成 立 ， 所 以 对 关 5 的 一 切 自 然 数 nn 不 
等 式 邦 成 立 ， 总 之 ， 除 去 n=2,3,4 这 三 个 数 ， 不 等 式 对 其 它 的 自 
然 数 都 成 立 。 

2、 用 第 一 数学 归纳 法 ， 

1) 当 n=1 时 不 等 式 成 立 。 

2 ) 假设 n= 时 不 等 式 成 立 ， 夏 rn = K+1 的 情形 ， 于 是 

(1+h} ti= (+R) +h) + ER CL +h) 
=1+{k+1)h+kh: 1+ {xk+ 1)n., 
这 样 当 nn=K+1 时 不 等 式 也 成 立 ， 所 以 不 等 式 对 一 切 自 然 数 n 都 成 
并。 

3。 用 第 一 数学 归纳 法 ， 

1) 当 n=1 有 时 ,一 个 元 素 的 集合 抬 有 两 个 子 集 , 即 2: 个 子 集 ， 
因此 命题 成 立 。 

2) 假设 n=K 时 命题 成 立 ， 即 任 一 kk 个 元 素 的 集合 怡 有 21 个 
子 集 。 下 面 看 n= + 1 的 情形 ， 为 此 令 M= {0 Gz …， gary at+i】 
是 任 一 含有 KKk+1 个 元 素 的 集合 。 我 们 考虑 把 M 的 子 集 分 为 两 类 ， 

第 一 类 ， 此 类 子 集 邦 不 富有 元 素 ai+:。 从 面 它们 邦 是 集合 
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M’= Te ai 的 子 集 . 而 M “的 每 一 子 集 显然 也 是 集合 M 的 
子 集 ， 而 且 是 第 一 种 类 型 的 。 这 样 ， 对 的 第 一 类 于 集 共 有 2” 个， 
第 二 类 ,此 类 子 集 都 含有 元 宸 z+;， 因 此 它们 正好 是 在 对 的 
子 集 也 共有 2 个 。 于 是 M 的 子 集 总 共有 2*+2'=2:1! 个 即 当 
#= 天 +1 时 命题 也 成 立 ， 所 以 命题 对 一 切 自 然 数 都 成 立 ， 
1。 写 出 a 与 8 的 一 般 标准 分 解 式 ， 
a= Dp piliprr 
b= pp 
于 是 @" 与 六 的 一 般 标 准 分 解 式 就 是 
A = Pp" pa zp" 
b=p" 1p" ?pr, 
车 令 丘 =minlli，si)，i= 1，2，，…，r。 那 各 显然 可 见 mt = min 
(mi;，ms,) 由 此 便 得 
(a, b= pip ?ptr 
Ca™, b") = pi pe" a prt. 
因为 py" pa 和 pi:= Cp pa pr 记忆 (a",，b") = (a,b)", 

5,， 尾 到 相 邻 二 整数 a 与 ea+1， 设 (ee，a+ 1)=d， 于 是 da， 
dat1， 从 而 修 1 这 伴 必 有 =1， 即 4 与 a+1 互 质 ， 

此 题 尚 可 有 如 下 两 种 考 虚 ， 

由 (Cat 210:1ta:( 一 1)=1,， 可 见 a 与 4+1 瑟 质 。 

由 at+1=arl+1 

= :2 
也 能 得 出 a 与 a+1 互 质 的 结论 . 

6。 用 反 证 法 ,假设 具有 有 限 个 质数 ， 设 为 pl， pr，*……，p,。 
考 忠 正 整 数 x= ptpa…p:+1， 显 然 于 不 等 于 任何 一 个 p,(i= 1,2， 
…， 门 ， 因 此 环 为 台数 ， 从 而 放 必 有 质 约 数 。 这样，pi， ma，…，p， 
当中 具 少 有 一 个 质数 p， 是 也 的 约 数 。 但 是 ， 明 显 可 见 任 何 一 个 p， 
都 不 能 整除 m。 否 则 将 有 p,\1，、 这 个 了 矛盾 说 明 质 数 不 能 只 有 有 限 
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个 ， 而 有 无 限 个 。 
7， 用 反 证 法 ,假设 VP 是 有 理 数 ， 寺 是 可 令 Vp= 


(0，DB) = 1 从 而 恒 有 p=a:。 这 崇明 pxaz， 兴 为 了 是 质数 ， 所 以 
PG， 令 0 = pal， 风 得 上 := pa ， 队 两 端 消 去 Pp ,得 b= paa， 这 又 
说 明 Mb?， 而 由 了 是 导数 ， 则 有 pb。 这 样 p 是 a 与 b 的 公约 数 ， 
和 aa 与 5 互 质 相 了 矛盾， 故而 p 不 能 是 有 理 数 ， 

8. 


1) F, 是 数 环 ,因为 任 取 -一 ， EF 则 有 


A + 0 aba + gb FL A cp 
bl  b: bibs Sh, bl Pa bib? i 


得 Fi 不 是 数 域 ， 央 为 1EF:。 
2) Fz 是 数 域 ， 上 自然 也 是 数 环 ， 庆 为 任意 取 定 ， a1 +Pw -2。 
qz + bav -2€F;， 则 有 
《al 上 + bv — 21+ {a2 + hv 2} = (q+ on) 
+ {b+ ba -2 EF;, 
a+ piw 2} (Cat bv’ — 2) = (ataz — 2b1b2) 
t (Cabs + ob — 2EF, 


当 s+ bav 2 关 0 时 ， 还 有 
th 一 2 th -2)(0™~ ba ~ 2) 


01+ hv —2 (qa +t ba — 2) (0 bv 2) 
_ Qnz + 2hiby dazbi— db 一 一 
十 22 27 十 222 VV -2CEF,, 


这 就 说 明 Pa 可 以 进行 四 则 运算 , 即 F: 是 数 咸 ， 从 而 ， 疡 : 自然 也 是 
数 环 . 
3) Fs 是 数 环 ， 因 为 任 取 ay+bhi，qxt+bai EF;3， 则 有 
《91 十 pi) + (q+b2i) =《ali 士 Ga) + (hi1+ ba)i EE Fs, 
(qt by ta + bat) = Ca02 — bibs) + (qbz + a2b1)i EE Fs, 
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斯 以 Fs 是 数 环 ， 1 
但 是 ，F， 不 是 数 域 ， 这 是 因为 Fs 不 含有 一 切 有 理 数 ， 比如 地 
就 不 在 Fs 里 ， 


4 ) F4 是 数 环 , 因为 任 取 ,，' ，3" SEF， 则 有 


Dn 1 2" > Onl+ 2 Eh, 
m1 is ti 
有 

所 以 Fs 是 数 环 ， 


但 着 ，F4 不 是 数 域 ， 这 是 因为 Fs 不 含有 一 切 有 理 数 ， 比 如 于 
就 不 在 Ps 里 ， 事实 上 ， 假 设计 EF4， 则 有 


1 
宙 ”， 其 中 m，nE2Z， 


于 起 2" = 3m4。 这 时 不 论 nn 是正 整数 ， 代 整数， 等 ， 等 式 2" = 3m 都 
不 能 成 立 。 因 而 证 Ps， 即 F， 不 是 数 域 。 

9。 首先 我 们 明确 一 下 ， 数 集 怡 好 是 由 FF 与 Pz 所 共同 含有 
的 数组 成 的 ， 

任 取 4，bEF， 于 是 a，bEF1， 同 时，bEF;， 因 为 Fi 与 Fa 都 
是 数 域 ,所 以 a+bEF,，abCF,。 同时 a4+bEFi，abE€F:， 并 且 当 


5 天 0 时 ， 还 有 -EF 同时 jEFs, 这 样 就 有 a+bEF,abEP, 并 且 当 
b 关 0 时 机 <EFE。 这 就 说 明 数 集 瑚 可 以 进行 四 则 运算 ， 即 5 是 数 域 。 


10, 我 们 只 要 证 明 ， 对 不 同 的 两 个 质数 p, 与 pz?， 数 域 
Fi= {atbv/ pla, bEQ}SF= {a+bv pla, bEQ) 
也 不 相同 就 足够 了 . 、 
我 们 用 反 证 法 ， 即 假设 F,=F:， 从 而 自然 有 wp;EF,。 于 是 可 
令 p=4t+bv pl。 把 这 个 等 式 两 端 平方 ， 则 有 pz=a*+b?pi+ 2ab 
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这 里 容易 指出 ， a 与 尾部 不 等 于 0 ， 因 为 b= 0 时 ,， wps = 
是 有 理 茹 ， 这 不 可 能 ;a=0 时 ，V 全 =b 是 有 再 数 ， 这 也 不 可 能 ， 


这 样 由 eb 六 0， 则 有 Ww Br “(一 一 Vp，)。 这 又 说 明 W pe 


是 有 理 数 ， 当 然 这 也是 不 可 能 的 。 总 之 ， 必 须 是 Fi 下 Fi.。 
因为 质数 有 无 随和 多 个 ， 所 以 形 邵 
F= {a+bw pla, bEQ, p 为 质数 } 
的 数 域 也 就 有 无 限 多 个 不 同 的 ， 
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二 章 一 元 多 项 式 
练 习 一 


1。( 1)。 (2 ) 用 数学 归纳 法 证 之 . 

2。 如 果 g(x) 与 h(x) 都 等 于 零 。 则 了 (x) =0, 结果 成 立 。 如 果 
gtX) 与 h(x) 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 ， 那么 xg:(X) 十 xh2(X) 二 0， 
从 而 (XxX) 计 0， 易 见 deg[xg*(x) + xh2(x)] 为 奇数 ， 而 degf*(x) 为 
偶数 ， 与 (1 ) 式 邓 古 。 故 必 有 g(x) = h(x)=0， 于 是 (x) =0， 
从 而 fix) =0。 


练 习 二 


1， 车 jx) = 六 (x+POxz+… 和 + (zx) 能 被 SOX) 整 除 ， 则 
了 二 下 (一 有 (区 一 一 "= f(x) 
也 能 被 g(x) 整 除 ， 与 题 设 矛 盾 , 
2， 充 分 性 车 xfxz)， 当 然 有 并 | 三 (xz) 。 
必要 性 已 知 x| 疗 (x)， 若 x 不 整除 x) ，f{x) 的 常数 项 必 不 为 
零 、 设 其 常数 项 为 go, 于 是 (x) 的 常数 项 为 4: ， 毗 然 , x|f' (x) -a 
由 第 3 题 知 xjas 这 是 不 可 能 的 。 故 x|f(x)， 
3， 根 据 最 大 公 因 式 定义 ， 只 需 证 f(x)， g(x) 的 任意 公 因 式 
dx) 有 d(x) | CCXD) ， 
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练 习 三 


1, C1Y X+l C2) 二。 
2, (1Y wix)= XxX-1, VX)=X+2, 


(2) u(x) =- tt VX) =- 


3。 由 (fCx)，g(Xx)) = 1， 则 有 w(x)，vtx) 使 
天下 XU + pLXIECX) = 1 
以 任意 多 项 式 p(x) 乘 上 式 册 边 得 
PANINI CEN) + EXIVOXIE (CN) = P(X) 
这 时 只 要 取 h(x) = DCX)wCX) ,KCX) = 站 (xz)VYCX) 即 可 。 
反之 ， 由 题 设 知 ， 对 多 项 式 1 ， 有 h(x)，k(x) 使 得 
RExXYFCX)} + k(x)E(x) = 1 
吉 (f(xX)，g(x))=1， 
4， 在 等 式 
下 + Px)g(X)= 1 
中 了 以 xn 代替 x 即 可 得 证 ， 
5。 设 d(x)= (f(x)，g(x))， 有 
wx Ox) Ft pix Ye(x) = (x) 
于 是 有 
WRI CXIRCRY + vr gCXIRCX) = dxIh (Cx) 
因为 d(x)11(x)， 记 以 dOR(X)]f(x)h(x)， 又 国 为 a(x) |g(x)， 
所 惧 ，d(Xx)h(x)1g(x)htx)。 利 用 练习 二 的 第 3 题 即 可 得 证 。 
6。 由 (f(x)，、g(x))=1， 有 
u(x + vx)g(X)= 1 
于 是 
UX 大生) 天 [和 4 VOXIECXIRCXY) = hx). 
设 d(x) = (fx)，g(X) hx)， 网 B01htxY， 才 d(x) 丈 除 


a1 4 


Cftx)，hCx) 介 (fx)，RCX2)= 1 所 以 dx) 一 1，。 


练 习 四 


1.。 设 g(xX) 为 7(X) 的 因 式 中 次 数 最 小 者 ， 若 g{x) 可 约 ， 则 
BOX) = BiKX)EzX) BOCAdegg. (xX) dpe(xX), (i=1,2) 击 Bi(X)9 
g2(x) 显然 好 为 fx) 的 因 式 ， 此 与 gx) 为 f(x) 因 式 中 次 数 最 小 者 
矛盾 。 

2。 反 证 ， 若 P(X) = p(X)p2(X)， 取 1X) = PICX)，E(X) = p(X) 
就 可 推出 子 盾 . 

3。 用 反 证 法 : 若 (jlx)g(x),， f(x) + g(x))= d(x), degd(x) 
>0， 央 d(x) = p(X)d(xX)。 其 中 ptx) 为 不 可 约 多 项 式 ， 而 d(x)| 
Tcgtx)， 所 以 p(x)1jtx)g (x}， 这 样 就 可 推出 p(x) 1g (x)， 或 者 
pCX)|fCx)。 而 如 果 p(X)， 又 px) |fCX) 二 g(xX)， 从 南 p(x)| 
Stx， 于 是 与 题 设 矛盾 。 

同 理 如 果 BCxz)18g(x) 也 会 推出 与 题 设 矛盾 。 


练 习 五 


1。 《1)》 有 重 因 式 (x+1)， 其 重 数 为 4 
《2) 有 重 因 式 (x-- 27， 其 重 数 为 3， 
2. 《1 dat+b=0, 
(2) 270t— b=0, 


3。 因 为 f(x) =f (x) + *“。 所 以 


a! 
/ 站 .加 
(fx) CD) = (1 (0) ,过 ) 1 。 


从 而 知 名 zx 无 重 因 式 。 
4。 1) 大 Xi 一 《X 一 下 (KE 二 74。 
C2) fxX) = tx— 2)(x— 1+i)(x a1 i)?, 
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练 习 六 


1。 (1)》 136; 《2) 4677。 
2， 及 复 用 综合 除法 知 5 是 f(x) 的 二 重 和 祖 ，。 
3, C1} p=-8 (C2) 949= -3, b=9, 
4。， 用 反 证 法 ， 若 f(x) =x” +Tax" "+b 有 不 为 0 的 重 数 大 于 
2 的 根 ， 则 
f(x) = hx Rx "lo x+ Cn ma 
有 不 为 0 的 重 根 , 但 f(x) 除 0 外 没有 重 根 ， 因 nx*+ (nm 均 
为 单 根 ， 
5。 必 要 性 : 由 题 设 知 & 分别 是 (x) 的 态 - 1 重 棚 ，#7 4%) 的 
-2 重 祖 ，… ,站 (%) 的 1 重 根 , 但 & 不 是 六?(x) 的 根 ， 吉 
fe)= 1 (ta = of ee)=0, 但 站 Co 二 0 
充分 性 ， 由 je) = 了 (ey=0 知 ，& 为 入 x} 的 重 根 ， 即 x-a 古 
1(X%) 的 重 因 式 ， 设 其 重 数 为 1 ， 于 是 有 
xX) = 《xigtx Xe 不 医 除 fx) 
著 1>k， 则 了 ol=0， 丕 盾 ， 
车 1<Ek， 因 了 (8) 志 0 也 矛盾 。 故 二 K，8 为 x) 的 KK 重 
入， 


练 习 七 


T1。 C1) 434 一 7 了 3 十 4839 一 2527 十 432= 人 0 
C2) yo 26y:+9y— 108=0., 

2。 以 3 于 方 程 即 得 所 求 方程 为 
yt— dy + 2 18y + 27 = 0, 

3 Yr TY + 21Yy 35 + 335 — 21y+7=0, 

4 + y+ 一 全 

5。 折 得 方程 为 一 9y: 一 12y -2=0， 
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练 习 九 


1。 因 为 奇 次 的 实 系数 多 项 式 在 实数 域内 的 标准 分 解 式 中 必 有 
一 次 四 式 ， 所 入 至 少 有 有 一 个 实 根 ， 

2。 (1) {-9, 5) 

(2) {~—2, 2) 

3 【13 一 个 实 根 .在 区 了 间 (1，2) 中 ， 

《2) 2 个 实 根 ， 分布 在 区 间 《-1,0》〉，(1,2) 中 ， 

《3) 没有 实 根 ， 

4。 充 分 性 ,首先 显然 无 重 根 。 若 首 项 系数 皆 为 正 ， x= +co 
谈 号 数 为 0 ，x= - co 变 号 数 为 mn ， 故 变 号 差 为 n。 系 数 符号 为 供 
亦 如 此 ， 故 有 站 个 实 根 ， 且 管 为 单 根 ， 

必要 性 :因为 无 重 根 ， 所 以 其 斯 图 姆 组 必 由 n+1 个 多 项 式 组 
成 , 旦 其 变 号 差 为 V(- 50) -V(t+o0)=n。 因 此 必 有 V(- so)=n， 
V+ 00)=0。 这 只 有 前 项 系数 同 号 才 有 可 能 。 必 要 性 得 证 ， 


练 习 十 


1。 (1) 至 《6) 都 是 不 可 约 的 ， 除 下 接 可 应 用 艾 森 斯 坦 因 
判断 法 外 ， 其 余 只 要 做 一 下 变量 替换 xx=?+t 或 x=y-1 即 可 应 
用 艾 森 斯 坦 因 判断 法 ， 

2。 由 题 设 郑 


a _ 1 
f(x) = (x— B)ecx) = (ax- p)( Teds)) 
由 1(x) 为 整 系数 多 项 式 ，qx ~ 了 为 本 原 多 项 式 、 因 此 志 g(x) 必 为 允 
系数 的 ， 于 是 f(1) = (4-p) 如 而 后 为 整数 ， 所 以 


q— plfi(1), 
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又 因为 JC- =(-g-D) 十 8(- D， 而 28- 1) 为 整数 ， 所 以 
a+plft— 1). 
3。 用 反 证 法 ， 
假设 & 是 ftx) 的 一 个 整数 根 ， 则 
f(x) = {XxX— gtX). 
显然 ，4(x) 为 整 系数 多 项 式 。 而 
1(0)= ~ ag(0» 
(1)= C1- oa)a(1) 
因为 4 与 1-& 中 必 有 有 一 个 为 偶数 ， 从 而 1(0) 与 并 1) 中 至 少 有 一 个 
为 偶数 ， 与 题 设 矛 盾 ， 故 f*x}) 无 整数 根 ， 
4。 用 反 证 法 


若 -为 fx) 的 有 理 根 ， ‘Dp, gq)=1, 出 a | ov, pla;. 由 于 i 


0， 苷 为 奇数 ， 故 p，9 也 均 为 奇数 。 由 第 2 题 知 
q+plf(—1}, q- pli{1). 
而 ,p+9，9 一 了 均 为 偶数 . 这 与 1(1) 和 天 一 1) 中 至 少 有 一 个 为 
数 巴 盾 ， 故 Kx) 没有 和 有 理 根 。 
5。《1) 只 有 一 个 有 理 根 2， 《〈2》 有 两 个 有 理 根 ，- 


2 
-2， 《3) 有 5 个 有 理 根 ，3，- 1，-1，-1，-1， 
练习 十 一 
_3X 十 4 -ri 二 1 2 
1l. (1) ?十 3 区 十 2 过 十 二 -2 
23xX—7 四 _ 1 
(2) 《一 上) 本 {x 2) (XxX—2)i 
1 1 1 1 1 
C3 Pe - 十 一 -一 一 一 一 一 一 
) 1 4CX+t1Y xt (一 2(X 一 1) 
C4). 5 2x-2 1 2xt3 
(CX: CX 一 2 十 5) 和 2 十 Xi— DxX+5 
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“。 “xay(tx— b(tx— ce) Xa Tx-b XC 
3， 将 通 项 分 解 成 部 分 分 式 : 
1 _ b . c 
-一 一 一 一 一 - - 二 Ty 
n(n+ 1) (n+ 2) n n+1 入 十 名 


-1 = -1 = 
1 1 四 1 
和 可 | 1r2 (Ht 11) (n+ 2) |. 


习 是 二 


1， 由 题 设 有 w(x)，v(x) 使 
ux)f(x) 十 WEIXT = 1 
配 项 得 
CX XY) — yORIF XY + VOXIFRI + v(xIgELX)= 1 
COX) 一 名) 下) TFT VXILTOXI + BEX)I= 1 


(f (x), fix + glx))= 1 
同 理 可 证 

(g(x), f(x) 二 ECX) 二 
再 由 练习 三 第 6 题 可 得 

CFOxIgCX), FOX + ELCXI)= 1 

2。 只 要 证 明 

(BICX}, Rg2CX), +, g(xX))=1 
即 可 ， 因 为 

(BICX), ga(CX)，… B(x)) 

= ((g1X), E22CX)) , BatX), ‘rr, FB,tX)) 


_ fx) 
Cf fT Ee 


-» BatX), ‘sg 8: (XY)) 
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1X) NE Ba3 CX) ,rs g:(x) ) 


fx) 

(DO . 

(pa » BX), g:(%)) 

i 
PO) Cx) ? BY) ) 


= (Ff, (xX), gs (CX)) 
= (FX), fx)TaX) ,1 (x)) 
=1 
了 世 可 用 归纳 法 的 格式 写 出 ， 
3， 糙 要 性 ， 令 f(x) = p"(x)，p(x) 为 不 可 约 多 项 式 ， 对 任意 
多 项 式 g(x)， 或 者 (p(x)，g(x)) = 31， 此 时 也 有 (JUxz)，g(x)》= 
或 者 PCx)1g(x)， 这 时 p" (x) 整 除 g"(xy。 即 f(x)|g"(x)， 
区 分 性 ， 用 反 证 法 
设 1{%) = aopi' Cx) pa Cx) ps (Xx), KO0(i=1, 2, “1 3) 
且 s 之 2， 于 是 对 于 8(x) = pu*1(x) 来 说 ， 有 (f(x)，g(x)}) 关 1， 而 对 
任何 正 整数 m， 也 必 有 f(x) 不 整除 g"(x)， 故 与 已 知 蔬 盾 ， 
4。 必 要 性 ， 由 上 题 知 ， f(x) 与 h(x) 的 关系 只 有 两 种 可 能 ， 
才 (JCX)，hCx)) = 1 则 由 ， 了 Cx) 1gCchtx) 可 推出 ， f(x) glx)， 
若 《f(X)， 有 (CX)) 竺 1]， 则 必 有 某 一 正 整 数 m， 使 ， 
T(x) |h" Cx) 
充分 性 ， 用 反 证 法 
#7 1X) = Gaopy (XI pa 2 (Xp ts x), KOCE=1, 2, ,8) 
并 且 s 守 2， 取 有 (x) = Qopi 1(x)，g(X) = pi:(x) pst (x)， 则 
jxX) 1gtx92h(x) ,但 fx) 不 整除 gtx)， 日 f(x) 不 整除 "(x)， 
5， 设 天 xX) = (x 一 q)*'q(x)，x---a 不 整除 q(x)、 则 有 
f° (X= CX— a Ckax) + (x—a)g’ (x)] 
从 而 得 到 
ECX)= fxX) 二 (一 X) (x) 
= (Xa qx) + Ca- XxX) x- a) Ika xy 
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+ (xX— a)g’ (XY 
= {xX— a Cl— k(x) + (a~ x}g’ (x)) 
由 于 将 1， 所 以 ，1 ~ 大 二 0， 央 
X 一 6 不 整除 (1 一 K(X) 十 (a 一 xX)q’{x) 
陂 xX…a 是 g(x) 的 K 重 因 式 ， 
当时 0 ， 所 以 有 
ECX)= (xX—a) "(a— xX)g’ (x) 
= ~ (x—a) tq’ (x), 
如 果 g(x) 是 常数 c ， 那 么 g(xX) 是 零 多 项 区 如 果 gq(x) 的 次 数 大 于 
0 ， 慎 么 8g(X) 关 于 因子 x* -a 的 重 数 到 少 是 KK+1= 2 得 的 。 
6。 不 能 。 只 要 举 一 反 例 即 林 。 


仿 了 (x) = 计 (x2+ 1)3+1 
f(x) = (x2 + 1 0x, 


显然 x + 1 是 六 (Xx) 的 二 重 因 式 ， 得 不 是 lx) 的 三 重 因 式 ,一 般 地 ， 
令 1(x) = 二 p'(x)+c，cx0， 即 可 说 明 问题 ， 


7。 因 为 X41|laxt+px?+1。 所 以 


a*1*+b1lit+1=arb+1=0, <1) 
又 因为 

xX- 1|(ax: +bxs +t 1)}" 
于 是 

da+ 3b=0 (C2) 
《1) 与 (2》 联 立 ， 解 之 得 

a=3, b= —4 

383。 用 反 证 法 ， 


车 x) 为 非常 最， 而 degf(x) = n>0， 站 复数 域 中 设 & 为 其 一 
根 ， 刚 f(a) = f(a 一 c) =0。 这 说 明 a-~e 也 是 f(x) 的 根 。 由 条 件 对 
尾 巧 c 霹 0, 均 有 fc) =Tx-e)。 获 @，a-c，a&- 2c，a-3c， 


421 


a 均 为 f{x) 的 根 ， 且 两 两 不 同 。 但 f(x) 在 复数 域 中 最 多 有 个 
根 ， 这 是 不 可 能 的 ， 故 fx) 必 为 常量 ， 
93。 必要 性 ， 由 x 一 Ix”~1 知 x" 一 1 的 根 都 是 x" -1 的 根 。 
设 z 是 x 一 1 的 4 次 单位 原 根 ， 则 8"=1, 令 n=dg+r， 0 志 r<d, 
由 
l=£"=e t=g" 
类 r=， 上 帮 dn. 
充分 性 : 由 dln 憩 n= qd， 所 以 
xX" 一 = Cx) -1= CX DCX) + CX + + 1) 
即 
Xe 1|lx"—1. 
10. 证 明 设 & 是 了 x) 的 任意 一 个 根 ， 由 x--olf(x) 及 ftx)| 
fx 了 玻 X 一 &|fCx")，。 从 而 可 知 了 a")=0。 所 以 ，a" 也 是 f(x) 
的 根 。 同 理 可 推 得 


上 生 nr 
让 


也 是 fx) 的 根 ， 如 果 degf (x) =m， 那 么 ， 这 些 根 中 最 多 具 可 能 有 
m 个 不 同 的 ， 邑 存在 kK 汪 1. 使 


a" (0 ~ —1)=0 

由 此 可 见 & 或 者 为 0 ， 或 者 为 单位 根 。 
11。 由 题 设 知 

(px)}, f(x))=1 
或 者 

px) [f(x) 
但 由 于 ftx) 与 p(x) 在 复数 域 上 有 公 根 e ， 故 在 复数 域 上 上 fx) 与 
ptX) 不 互 质 ， 那 么 ， 在 实数 域 上 f(x) 与 p(x) 也 不 互 质 ， 于 是 ， 必 
有 


d22 


p(x) |ftx) 
12.。 x+pX+e 的 斯 图 姆 组 为 ， 
加 (YX = 二 TY 二 可， 
让 (二 3 二 了 
ftX) = — 2px— 309, 
fatx) = — {dp + 279') 
C1) 当 4dp + 279:>0 持 


x | f 1 市 f， fa | Vx) 
-mm - + | 与 P 同 号 |  - 2 
9 一 + 扇 ~P 同 号 一 1 


故 当 各 + 27g 这 0 时 有 有 一 个 实 根 ， 当 4p + 27g2<0 时 ， 有 3 个 
实 根 . 

13， 显 然 ， jtx) 无 正 根 ， 且 f0) =1 志 0， 所 以 ， 具 考虑 在 区 
间 ( - ee，-e) 中 的 实 根 即 可 。 这 里 上 是 充分 小 的 正 数 ， 


又 f(x) = 六 (的 二 本 ， 于 是 可 取 多 项 式 组 1(x), f(x)， 
- 刀 - ， 容 易 验证 满足 斯 图 旭 组 的 四 条 性 质 ， 称 为 广义 斯 图 姆 组 ， 


HH 
于 古 考 查 它 在 (~ co， 一 Ey) 上 的 变 号 蔗 
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n 为 偶 数 n 为 奇数 


从 09 1 2 | fx fx 一 nr | YX) 
| | 
— oe | + | 一 一 1 一 | + 1 + 1 
| 
-ee | + ,+ 一 1 十 + | 十 0 


所 以 ， 当 天 为 个 数 时 ， f(x) 没有 实 根 ， 当 为 奇数 时 ，f(x) 有 且 
内 有 一 个 实 根 . 

14。 C1) =0 时， 显然 

(C2) 780， 或 R<0CEs -1) 列表 考查 这 两 种 情况 下 fx) 的 
恋 导 情况 : 


显然 ， 无 论 & 为 何 值 (XX 二 -1) 均 有 站 个 互 异 实 根 ， 
当 E> 时 ，2<%<3 ,5<x:<6 


Tox 8 9 N10 
当 8<0 时 ,， 著 8> 一 1， 则 - ce<xi<2 
3 Xo, 6<X3<7 


8< xo 
攻 有 之 ~1， 别 
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3<Xi5 XT 
8 人 TO 二 YX 
15. 因 bd+cd= (b+c)d 为 奇数 ， 故 b+c 与 和 的 为 奇数 ， 若 

fx) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 那 么 f(x) 在 整数 环 上 也 必 可 约 ， 则 因 式 中 
必 有 -- 洪 的 。 即 

X3 + bx textd= (x+o) (x tqxrr) 
其 中 p，4，r 部 是 整数 ， 比 较 常 数 项 得 ， pr =4， 因 4 为 奇数 ， 
均 p，r 也 痢 是 硼 数 ， 令 x=1， 则 

i+hieta=(ti+ p(tl+aqt+r) 
显然 ，1+b+c+td 为 奇数 ， 而 + 了 为 偶数 ， 盾 ， 故 1 六 在 有 理 
数 域 上 不 可 约 。 


第 三 章 ”多 元 多 项 式 


练 习 一 


1, C1lY RX 一 XX 十 SXINXIXA 十 XXs + Xa 
CEN) XX XXX 十 ENTAXT 一 XI 
2， 仿 本 章 例 题 选 讲 “ 例 2” 用 数学 归纳 法 证 明 ,; 也 可 用 * 例 23 
的 结果 反 证 ， 
3。 如 果 了 了 ，8 中 有 一 个 不 是 单项 式 ， 不 芒 令 
f= OX 1X se 2 
这 里 ax 2xa 3xnn 是 了 的 首 项 ，bxit :xoi2.xs" 是 了 的 未 项 ， 
5 类 0，b 关 0， 于 是 
f*B=ax 1X2 4Xan eBt et bX XI 2 Xi neg 
其 中 
aX1 1X2! 2 Nu" epg 
的 首 项 一 定 高 于 
bc” 4X2" 和 


的 来 项 ， 于 是 知 jf'"& 不 是 单项 式 ， 政和 盾 . 


练 习 二 
1。 《1) 含有 此 项 ， 因 为 


f {Xi Niy Nis Xd Xs) = 于 3XXdax32x 十 EL 


故 有 
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f (Xiy Kay Kay Nas Xs) = et XXSXIXG + '"" 
由 了 的 对 称 性 彻 
fx Na Na3s Xd Ks) = FX Mss Xa Xds X2) 
所 以 了 中 含有 3xax35x23xs 这 一 单项 式 。 
而 (2) ，《3) ，《(〈4) 却 不 一 定 售 在 了 的 项 中 。 
2 a(x? + XI + X33) 士 H 22 + XXL 十 XIX3 十 X2X1L 十 
+ XN F XIX1) + CXINXIXIe 
是 ， 首 项 为 XN Xa 


二 《| Ia 一 33， 


由 


《 2 了 vz ~ a 
C3) ot+03+ og03— 003 + O02 一 20103¢ 


11079 
625 “ 


5。 一 


练 习 三 


1。 <1) 取 Q= 2 ， 则 有 
EX} = Xi+ 3X+1 
使 得 
gfeiysR td2+1 
而 以 ai = RY 2 为 根 的 多 项 式 可 取 


f(xX) = Xt—2 
在 fx) 中 将 因 式 x-e=x- 凡 2 分 离 出 来 ， 用 综合 除法 
ys ll 0 0 2 


,1 X23 (M2)? 0 
即 得 
fx)= x- ox ta axta4) 
fx 的 其 余 二 报 是 二 次 多 项 式 
PX) =XAI TA 2X+ A 4 


的 根 ， 又 因为 
ge2)gfU3) = (a + 302 + 1) {03+ Ba + 1) 
是 关于 m2，@3， 的 对 称 多 项 式 ， 从 ptx) 的 系数 知 关 于 gz，8@3 的 初 
等 对 称 多 项 式 尽 
1= (0 + a) = — A 
Or= r= A 4 
从 而 有 
EC2)EKG3) = om t+ (aim tt aani)+ {al+a:) 
+ am3t+ 3(t2 + 3) + 1 
= (0203) + B00 (0 + 43) + Cai + 0)? 
~ 202a03 t+ 9oafy + Sa + rs)+ 1 
= M16- 8M 8 ta 4 -2 4 19 -3 
+ 1 
= 8% 4 — 3 2 -5. 
故 得 出 


人 
(ww5+2)188 4- 383 -5) 


(BA EI 9/95) 
《5 十 2 OYA) 


C2) 1+3M8/3 +2 /7 yi 
2。 1) etl, 


{2) l7ai— 3 +55s 
{32 3- 100+ 8e— 93, 


下 题 三 


h(xry ry, KX) = Xs BX ry Xi) 
于 是 知 对 任 一 组 数 c!,，c;，…，c: 有 
heers rs Ce) ery Cojsgcl … £0)=0 
故 得 
hixis rs Xn)=0 
如 果 (X41，"…*，Xs) 关 0， 可 令 了 的 育 项 系数 为 x，8 的 苔 项 
系数 为 口 ， 那 么 ， 玉 的 首 项 系数 为 号 关 0。 这 上 与 hn 是 0 多 项 式 齐 
丑 。 故 1 = 0， 
2. (1) O20 


Es 


安 1 安 -1 一 前 条 1 
(2) -A - 
站 


3. (1) 六 一 24。 
(C2) qa:—pr, 
4。 设 三 次 方程 Xax?+ qzx+gs= 人 0 的 三 个 根 为 qa ts 
那么 ，tW，qz，w3 成 等 莞 数列 ， 必 要 有 上 且 只 要 


(CQ — di ~ R33) 2 人 3 — :1— Ap(203— ~ 02) = 0, 1) 
你 乞 
1 TT Ht a= ~ Ul 
种 1 人 2 + ta + Hi = 2 (C2) 
让! 二 ~ 


和 将 《1 )》 式 左 端 关于 o，o，os 的 对 称 多 项 式 用 其 初等 对 称 多 项 
式 〈2) 表 出 ， 则 得 


200 一 gez 十 2703 = 0, 


5。 令 g(Xz，…，X%:) 是 关于 2，…， xs 的 对 称 多 项 式 。 于 是 存 
在 多 项 式 h(yz，…，y,) 使 


B{X2, "ys Xu) = htg, pi "py gr-1), 《二 >) 


其 中 01，g2，…，g，_， 是 x;s，…，xs 的 初等 对 称 多 项 式 ， 但 


Er 


“0 -XI 一 一 (ai 二 XU 

Da = 0 -XIG= 0 十 GIXiI 十 Xi12， 

ga3= G3 X= (— 1)(03 十 GaXi 十 妇 关 下 十 X137， 《2 ) 

gry = 1 i anaXit rr +aX" 十 2 
将 (2) 代入 C1) 可 畴 gfxX2， 呈 ，x,) 能 被 与 4， 0 -1 的 
多 项 式 表 出 ， 

6。 《1)》 由 于 
f(x) = TI (x*-*,) 


t=1 


可 得 
/ _ FD) 
09- 袍 下 各 
从 而 得 
Et (xX) = EE 1%) 
三 er tj + 并 x 党 | ef%) 
= x XN) fx) + BCX) 
i 二 1 
= nxt+ Y XXtTl+ et SX)fX) + CX) 
= (Sox t+ sx 1+ + sf (x) + gx) 
其 中 g(x) = 于 fx) ,deg g(xX) <n, 
C2) 
HX}=X ~ OX + (1 go 
XT x) = (sox + SX t+ sf x) + gx) 
可 得 


{sox tsx* 1 二 2" + sit" — or"! 十 = 
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+(—1)"o,)gtx) 
= XtiCnxX CR- ox tt (1 gr- 
当 Kn 对， 比较 等 式 n 次 项 系数 ， 由 于 degg(X) hn， 和 等 式 
左 端 x" 的 系数 为 
Si — Sgt tC- ig s+t+(— 1) og, 
右 端 x" 系数 为 
《一 1) (nk)o: 
即 得 
Seg— Set + (1)iTio_ st(—1)o.s 
= (—1)'{n-k)o, 
Se — sort Ios+t+(—1)'(s—n 
+kjgr sb 
国 为 ，5s0=n, 甩 以 有 
SE Bitton +t (1)ikg:=0 
当 KK>n 时 ， 右 婴 x” 项 系数 为 0 ， 左 端 
BE — Sri1O1t tC 1) sO 
所 以 ,有 
Si 一 TI itt tl1) "oS: = 人 0 
7。《1) 当 Hz6 时 ， 根据 牛顿 公式 有 
S2— S01 + 202= 0 
而 81= ao,， 所 以 有 
$4 = 0 202 
辣 理 解 得 
83> 01 — 30102 + S03 
84= 0 A002+ dgig3 + 201: — dg 
S85 = 0 — omg +t S003 + 501022 ~ 501.04 
一 9303 + 90s 
56=06- 601403 t+ boroy + oor — Bao — 202 + 302 


+ O0204 十 65105 ~ 1200203 一 Bes, 


A31 


《2) 当 n=5 有 于，82，s43， 54，8s 问 创 。 而 se 为 : 
86 = 0 og tf Bg + ogs: — oro 
— 1200203 + B0105 ~ 202: + 60204 + 3037 
《3 当 有 = 和 时，83，s39 si 同 (1) 中 垦 果 ， Wm 35， 56 汐 
3 -Gon + B00 + 0002 一 DG4 ~ 50201, 
S60 Ooo + Bog + 9 一 人 2 一 2010203 
-2902 + Bo0r + 3032。 
《4) 当 B=3 了 时 ，s，583 同 ( 1) 中 结果 ， 而 34， 5345986 为 
Sa= Ot— doigs + dgig3 + 2027， 
Ss = 1 — Bo 十 501203 二 0010922 — $9203, 
S60 = 0 6092 + Pong t+ Ioro2: — 12910203 
一 2033 二 3037。 
《5) 当 Hs2 时 ，s 阿 【1》 中 结果 .而 与 ，S，s，5 为 
3 = 1 — O102, 
§4 = T— do 十 2022， : 
S5 二 人 15 一 DO1303 十 DG 


$6 = 1 — botg2 十 Qo TO ~ 2025。 
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第 四 章 消 元 ; 
昌 练 悦 一 


1， 仿照 命题 的 证 明 , 将 线性 方程 组 的 第 i 个 方程 乘 以 
Kt 志 0) ,然后 证 明 所 得 到 的 方程 组 与 原 方程 组 同 解 ， 

了 

C1) 和 (2) 是 显然 的 ， 

C3) 传递 性 车 钱 性 方程 组 (1) 与 (2)》 同 解 ，(2) 与 
线性 方程 组 〈3) 同 解 时 ， 则 《1) 与 2) 的 通 解 相等 ， (2) 
与 (3) 的 通 解 相等 ， 从 而 【1) 与 (3) 的 通 解 相等 ， 即 方程 组 
《1) 与 方程 组 (3) 同 解 . 


练 习 二 
了 。 cl1) RI= N= NI 二 3 
(2) Xi= 2+ £4 一 > 
1 13 

Xa = 一 二 

3 5 ta 6 

“7 二 2 

Xa 二 td, 
C3) 无 解 . 

3 13 19 2 

’ 着 1 一 一 - 一 - = 二- 一 一 宕 = 
C4) Xl 17 13 47 | ]7 ta J Xa X= 1 
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2。 用 分 离 系数 法 ， 写 出 方程 组 的 表示 矩阵， 作 行 的 初等 变 
换 ， 化 其 系数 阵 为 了 型 阵 ， 


1 1 1 1 1 ] 1 

.13 2 1 1 -3 &g 

A 0 1 2 2 6 3 Pat— DPat -5 , 
5 4 3 3 -1 b | 


\ 

1 1 1 1 1 1 | 
0 0 0 0 0 立 
1 0 0 0 0 5-2 | 
和 0 -1 -1 -5 -214 
0 0n 0 0 a | 
0 1 2 2 6 3? 
\0 0 0 0 0 b-2 


由 此 得 到 : 当 且 仅 当 ae=0,bp= 2 时 ， 方程 组 有 光 穷 多 解 ， 

3。 对 齐 次 线性 方程 组 的 系数 阵 ， 作 行 的 初等 变换 ， 化 简 济 五 
型 阵 ， 这 时 ， 瑟 中 所 上 出 现 的 特殊 列 的 个 数 r 不 会 超过 ， 而 8<n， 
所 以 有 r 二 n， 于 是 由 本 掌 $ 1 定理 可 知 ， 齐 次 线性 方程 组 有 无 穷 多 
个 解 ， 因 而 必 广 非 0 了解. 

4，(1) 与 (1) 的 系数 阵 相 同 ， 而 在 s=n 时 ，《1) 有 
唯 -一 解 的 充分 必要 和 条件 是 (1) 的 表示 和 矩阵 可 化 为 

芯 34 


本 了 


/10..0 
1.…0 
00..1 
的 形式 。 
而 《1》 的 系数 阵 ( 亦 即 (1) 的 系数 阵 ) 可 化 为 
(1 O00 
101..0 
\00.1) 


前 形式 ， 必 要 而 有 卫 只 要 〔1)7 只 有 零 解 ， 
5。 直接 由 定义 即 可 证 得 ， 


练 习 三 

1 。 略 

2。 

{1 7 1000 277710000 
0100 101000 
0000 0100 

YO0000 


436 


0 0 
0 0 
10 
0 1 


Le 
[| 


0 | APu(1) Pa( 3 )Pua1)D:( 。 )Pa(D 
0 ， 


| 


0 
1 
0 
【23771000 
100 | 
-BP CCDPul ~ 2)D:( 3 )Pat—3) 
010 1 5 


0 0 Pa DP2s(5) Pol » JPuk1) Pal ~ 2) 


C3) 从 上 略 ， 
4。 假 定 m xn 和 矩阵 太 的 所 有 泛 妇 和 皆 为 6 时， 刚 为 


d2 


的 特例 . 

芳和 的 元 素 不 全 为 0 时 ， 则 可 作 行 的 换 法 变 泪 将 4 变 为 左上 和 毅 
元 素 〔 妇 第 一 行 第 一 询 元 素 》 不 为 8 的 矩阵 .然后 作 行 的 消 法 变换 
各 列 的 消 法 变换 ， 将 第 一 行 和 第 一 列 的 让 有 元 素 ， 除 去 位 于 左上 角 
的 元 过 外 都 化 为 4 : 


di 0 0 
0 证 
有 -一 : : .。.，: 
办 补 * 
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如 车 打 * 号 的 元 素 都 等 于 0 时 ， 已 化 为 所 要 的 形式 ， 否 则 对 打 
* 号 前 元 素 ， 重 复 上 面 的 作法 。 由 于 可 和 是 确定 的 白 然 数 ， 所 以 
有 限 次 后 即 得 所 求 ， 


5， 先 对 (5 ”1) 作 消 法 变换 ， 变 为 左上 角 元 素 等 于 1 的 抵 
阵 ， 为 此 作 初 等 变换 如 下 ， 


Ce -Ga 


1 9 Puen + (1 0) 
ci-1 1 必 . 


Pat ~ 1) ( 
b., 
(1) 因为 ， A 人 0) A ， 所 以 A 一 ->A 
(2) 共 APiiK) ,Bp, 则 有 一 上 

1 
D de) D,(k) 
及 一 -一 一 一 B， nl B 一 -+ 
所 以 ， 当 对 为 的 行 连续 作 若 干 次 初等 变换 化 为 B 时 ， 由 上 述 对 

B 作 车 于 次 初等 变换 即 可 化 为 万 , 即 , 若 A 一 >B， 则 必 有 有 8B 一 A， 

《3) 是 显然 的 ， 


习 题 四 


1， 指 出 对 4 的 行 作 初等 变换 ， 可 将 第 1 行 换 到 第 n 行 ， 第 2 
行 换 到 第 n - 1 行 …， 第 n 行 换 到 第 1 行 即 得 证 ， 

2。 对 行 作 消 法 变换 ， 将 景 后 一 行 称 到 第 1 行 ， 其 余 各 行 次 序 
不 变 〈 指 出 元 素 可 能 差 一 负 导 ) . | 

3， 因为 矩阵 4 的 右 荆 而 和 左下 第 的 元 素 都 为 0 ,根据 A 与 
8: 相抵 ， 妇 :与 B 相 欣 ， 即 可 证 明太 与 B 相 拆 ， 
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上 
性 


1 d 


1 


ped ， 


Cia 
dab 


0 


Pat— 1 Prat D). Pa(- DD., 


abe ) 


ped 


0 ba hoa cd{a—b) 


0 对 一 下 一 站 


pdta—e) 


d—a d:-—q: becta—d) 


(ay Wa=b=c=d 时 , 


入 
[0 
4 ”| 0 

0 
(b) 当 


这 时 


Le 


a a 
0 0 
0 0 
0 0 


ped 
0 
0 
0 


hb? 
三 一 全? 
B2 一 总 2 


ai 


b3 
和 一 站 
0 0 
0 0 


bita— 
ba— 
pita— 


bi(g— 


a, b, ec, dd 中 有 三 个 相同 ， 不 妨 设 为 ， ab=c=d, 


1 


DB) | 
b) 
b) 


Pt -DPa2(-1) 


b) 


(Cc) 在 a,，b, c, 4 中 有 两 组 相等 ， 不妨 没 ， 
a=b, ced 出 0c, 
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则 


1 a a be? 
0 0 0 0 ， 
有 A 0 人 一 在 ca beta—e, 了 一 

0 cr ca beta- ce) 
1 a 7 be’ \ 
9 0 ?cc2,3 ， 
由 ca cn: breame) 
0 0 0 0 
1 如 a: be: ~ 
0 ca ca peto-e) 

|! 0 0 0 性 

! 在 0 0 0 


(a 在 &，b，c， 4 中 只 有 一 组 相等 ， 不妨 设 c=d, a 万 b 
nn 


”1 a a pe” 机 
| 0 a-b bp-—a ci(a—b) 
A pa ca bela- ey Tt 7.1, 

\ 0 ec-a ca beta—e) 
1 a a be? \ 
0 b-a ba ci{a~b) py - 0 ) 
0 c-a cc-a: boltg—c) | -一 一 ~- 一 
0 0 0 QD 
1 a > pc? 
0 b-a bi—a? cita—b) 
0 0 te-mte-b) ctec-a te-—b) 
0 0 0 0 
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(Ce) 当 a， hb, ec, 4 丝 不 相等 时 ， 则 


:1 0 dq: bed 


0 b-a pb-a cdta-b) ps (02), pul-e 
六 3 他 一 让 一 片 
0 c-a eo pda 一 ee | 一- _ 


La 好 一 各 di~a’: bc(a—d) 


1 a a ped 

人， _ (a- dd-b)y 
0 bp-a bi-a cd(a-b) Po (eS6 ep) 
0 0 (ec-oOe-b) dte-atc-Bl . 
人 0 


0 td-a(d~-b) ct(d—atd-b) 


全 如 co bcd 

: 0 户 一 如 bi~a? cd(a— b) 

i 0 0 (ec-o(e-b) dc-_ayte_b) 
(0 0 0 (d-atd- (cad) 


{2) 


ap ip pe 让。 
| aab: Qbarasb, |Psl (- 各 ), Pi -名 )， Ba, (- 2 
Hi 如 


db anb2r'rra, pb, 


Tb db rb, 


0 四 
0 0 .0 
5。 
1) 大 4=b 时 


由 
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ty 0 a 4 
aa aa 
A= a ao A a 
a a a a 
/9 0 a 
人 0 0 如 
DO 0 0 
心 0 0 0 
a 0 0 
0 分 0 
0 0D j 
0 0 0 
当 4a=0 时 ， 则 
0 0 
0 0 
0 0 
当 a 起 0， 则 
II 0 0 1 
0 0 必 0 
4 0 0 0 0 
0 0 0 i 
若 gg 三 BbB， 则 


| 

Plt 1) Prot -1 
| 

0 0 

和 0 

0 9 

0 0 


APua(TD ;Psdl), Pu(l)., 


b 
b 
b 


一 


全 
b 
b 


二 


1), Put — 
0 
0 0 
0 J 
0 必 


b 


Pzi(—1),Pat— 1), ,Pat —1) 


1) 


ot+3bh oa+3b d+3b | 
b 


— 


= A 
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dd2 


TT 


Bat DD Pat),But I) 


Pat-B Pa(t- bPat-b) 


有 一 有 = 


中 
rr 


出 


0 
I 
b 
b 


下 一 


A 


er 


Pat — 1),sPa(—1) 


1 1 1 
如 b b 
b 如 b 
b b a 
站 0 0 0 
lp a—b 6 心 
| 0 一 忆 0 
\b 0 0 a-b 
1 0 0 0 
"0a bo 0 
|] 9 a—h 0 
\0 0 9 a-b 
fl1 人 0 0 
1 
-一 一 站 
a ) 1! 86 
0 0 1 0 
(0 0 0 1 
们 
b be 
p ‘Pit1), Patl), Past 1) 
, 
0 
0 -bh o 0 
0 a-b 0 


| b bb Wo 


by b bo 
0 a-b eo DT 
CL1,4 + 
DEC 
0 0 0 10 

\ 


b 0 0 0 1 
0 a-b 0 0 | 
0 0 a-b 0 

0 0 向 , 


因为 ,在 ab, a+3b=0 的 条 性 下 ， 可 知 ps0， 否则， 车 


b=0， 出 由 e+3p=0， 必 有 a= 0. 


于 是 
b 0 0 0 
?ob PD), D(a, ), Pa 
To oa-p0l- 一 一 一- 7 
0 0 0 0 ) 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 0 


《2 和 游 ga=T1 时 ， 则 


Alle 10…0 

11 00.…0 
B= 一 个。 

\11.1 0 .0.0 


若 d 所 1 时 ， 将 BB 的 所 有 各 列 都 加 到 第 nn 列 上 ， 则 


下 半生 


1 站 人 (一 + 
如 1 …p (下 一 1 二 1 


[| 


然 厂 就 4- 1)a+1=0 和 (aa=-1)5+1:x0 两 种 情形 去 讨论 。 
当 {n 一 Ya 二 1=0 叶 ， 则 


当 (n- 1)a-t1 夺 0 时 ， 湖 
A100..0 
D0: 二 


[| 


6. 
{1) b=16 时 有 无 穷 多 个 解 ， 
C2) ga -1 时 有 唯一 解 ， a= 一 1,b 志 -1 时 无 解 ; a=b= ~1 
时 有 无 穷 多 个 解 ， 
了 
设 所 作 的 消 法 变换 为 ， 把 第 行 的 k 倍加 到 第 i 行 上 . 
先 去 证 明 : 可 通过 作 祖 邻 两 行 的 消 法 变换 把 第 子 行 换 到 第 ;+1 
行 的 位 置 ( 元 素 可 能 差 一 负 号 ) ,然后 把 第 i+ 1 行 的 天 倍 ( 即 原来 的 第 ， 
ji 行 ) 加 到 第 i 行 上 ,最 后 ,再 通过 作 相 分 两 行 的 消 法 变换 把 第 i+ 1 
行 《 即 原来 给 定 的 阵 的 第 j 行 ) 换 癌 到 第 i 行 的 位 置 ， 


二 二 


第 五 章 行 列 式 
练 习 一 


1, 1) 0 (C2) -1; (3) ab; (4) 1。 


和 全 - 


Co) Xi=acosgt+ bsing, x = becosa — qsine, 
C3) X=0, X= 0. 
3。 (C1) —18; (2) 5; 3) 2; 
CY 区 12 一 Hap + XY3 一 Kay 十 Kay ~ 13 
C5) (oa- DWb- etc— a). 
a R= X11l, x= 一 有 
(C2) Ki=9, X= 1, XxX3= ~6, 


练 习 二 
1 (C1) 7; (2) 6 ; (3) Et 


2. (C1) i=8, j=3; (2) i1=3, j=6, 
了 
因为 天 于 % 不 超过 nn 的 自然 数 共 有 nn-k 个 , 所 以 在 排列 
ii2…i, 中 ， 邵 果 在 天 之 前 有 m; 个 大 于 的 自然 数 ， 那 么 在 kk 之 后 
大 于 色 的 自然 数 的 个 数 误 是 ，(n 一 一 mm 个， 
明生 吕 


到 此 ， 排 列 记 大 -3 中 在 大 之 前 大 于 & 的 自然 数 有 (一 天) 
一 m4 个 ， 
因为 
Tiisis_ 十 Hi 二 十 二 
所 纹 
Tiohr ha = Cn 1 mt 2 mt 
+ [Cl]—mr-1dt+t( ~ 
= -17+ (R27)+r+2+1)] -C+ 
+ 机。 1 二) 
= Rn 1 
2 
4。 从 略 
5。 议 排 列 iia…i 中 排 在 之 前 比 % 大 的 数码 有 nx; 个 时 ， 则 
FEiisr ri, = H+ Ht 二 Hi 
当 将 ii 和 in 化 为 自然 排列 时 ， 由 于 排 在 1 之 前 的 数码 个 数 为 
个， 有 以 把 排列 说 i 中 的 1 经 过 mi 次 相 驾 数码 的 对 换 ， 即 
可 把 1 排 在 最 前 边 , 由 于 已 经 把 1 换 到 排列 的 第 一 个 数码 的 位 置 ,所 
以 可 把 2 经 过 mx 次 相 邻 数码 的 对 换 ， 换 到 排列 的 第 二 个 数码 的 位 
辕 。 逐 次 作 下 去 ， 可 把 经 过 m， 次 粗 令 数码 的 对 换 挽 到 排列 的 第 
kk 个 数码 的 位 置 ， 依 次 作 下 去 ， 则 排列 记 认 …i, 可 经 过 
mittht+ +h = Tiiar in) 
次 对 换 化 为 自然 排列 ， 
6， 因 为 在 排列 Pi …i 中 排 在 数码 k ( 汗 1) 之 前 大 于 的 
候 数 让， 等 于 在 排列 ipa…i 中 排 在 上 之 前 大 于 * 的 数码 个 数 ， 
而 舒 个 iCk 祈 2) 都 大 于 1 ,所 以 (有 -= 13 一 1) 0 一 1) 是 1， 
2 ，…，H-1 的 一 个 排列 。 但是， 在 排列 (Gis 一 1]) (3 一 1)*… (i 一 1) 
中 ， 排 在 (k 一 了) 之 前 夫 于 (Kk 一 1) 的 数码 个 数 等 于 在 排列 ，1 
ip 外 排 在 天 之 前 大 于 的 数码 的 个 数 ， 也 是 iit, 
所 以 有 
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了 


Tlisiain l= tmtihnat+ :+Hn 
= 人 D+rmzrt tt +i 
= TCs 031) (ts 1) 


练 习 二 


1. ards O3204 当 1=1， = 4 时， 该 项 符号 取 ++ 
ilgzz0y,adt 当 i=3, 天 =4 时 ， 该 项 符号 取 二 ! 
Q. 0aqadra 当 1=1, 天 = 2 时 该 项 符号 到 一 ， 
2。《1) 有 两 个 第 1 列 元 素 ， 所 以 不 是 五 阶 行 列 式 的 项 
《2) 是 五 阶 行列 式 的 项 ， 符 号 到 +， 
《 3) 丰 是 五 阶 行 列 式 的 项 ! 
《4 ) 是 行列 式 的 项 ， 符 号 取 -。 
3。 四 阶 行列 式 中 含 as 的 项 作为 下 列 形式 ， 
fi iaz0siaudiy 其 中 ij 到 1，2， 4 的 一 个 排列 。 
当 =1，j= 2 太 =2 夺 该 项 的 符号 取 ， 一 
i=2，j=4, k=1 时 该 项 的 符号 取 一 } 
i=4，7=1， KE=2 时 该 项 的 符号 取 一 。 
对 于 其 它 铺 形 ， 符 号 取 +。 所 以 ， 上 列 三 种 情形 所 决定 的 项 即 
为 四 阶 行列 式 中 含 az; 符 号 取 - 的 饥 有 项 。 
4，《1) 由 于 此 行列 式 中 只 有 nn 个 光束 不 为 0 ， 而 且 位 于 不 
同 , 行 不 同 列 上 。 所 以 此 行列 式 不 为 0 的 项 只 有 12"3…Cn 一 1)n 
= 1! 一 项 ， 
而 这 一 项 的 符号 由 排列 2 3.…nl 的 反 序数 (rn~1) 的 奇偶 性 决 
定 。 所 以 ，D;1= (一 1) ni! 


C2) Di= (DE Ln 


C3 ) 仿 命题 1 证 明 。 Ds= (一 1 全 过 a v0-4 .0 


7 


5。 由 行列 式 定 闵 五 阶 行列 式 的 项 ， 是 由 位 于 不 问 行 、 不 同 列 
5 个 元 素 之 积 构成 的 ， 所 以 行列 式 也 的 每 一 项 一 定 会 位 于 不 同 列 的 
第 3、 第 4、 第 5 行 的 元 素 。 但 是 ， 呈 的 第 3 、 第 4、 第 5 行 的 非 
0 元 素 只 位 于 不 同 的 两 个 列 上 ， 所 以 ， 呈 中 的 每 一 项 至 少 含 一 个 0 
作为 因子 ， 枚 局 =0， 

6。 于 阶 行列 式 五 中 的 元 素 共 为 下 个 ， 当 呈 中 元 素 等 于 0 的 个 
数 多 于 nnn 时 ， 则 了 中 不 等 于 0 的 元 素 个 数 少 于 她 -一 m) = 
n 个 . 

由 行列 式 定义 ， 吃 中 的 项 为 位 于 卫 中 不 同行 、 不 同 列 个 元 素 
之 积 。 所 以 也 的 每 一 项 至 少 要 含 一 个 0 作为 因子 ， 故 DD=0. 

7， XX 的 系数 等 于 2; x 的 系数 等 于 一 1， 

8。 指出: ， a 中 除 对 角 线 上 诸 元 过 外 都 为 9 ， 所 


2 


[| 

以 此 行列 式 除去 项 ，aya2…a， 外 ， 其 余 各 项 至 少 含 一 个 0 为 因子 ， 
故 其 值 等 于 《一 1377 gga = QQ 

9. (12》 因为 4 是 3 行 4 列 人 矩阵 ， 所 以 要 找 出 丰 的 所 有 3 阶 
子 式 ， 只 须 认 4 的 4 全 列 中 取 3 个 列 ， 把 一 切 可 能 的 情形 都 列举 出 
来 ， 然 后 组 成 3 阶 子 式 , 即 得 4 的 所 有 3 阶 子 式 。 其 个 数 为 C4。 而 
从 4 个 列 中 每 次 到 不 同 的 3 个 列 的 一 切 情形 为 ， 

1、2，3 列 :1、2、4 列 ， 工 、3、4 列 ; 2、3、4 列 ， 

于 是 ， 取 4 的 所 有 3 个 行 再 依次 按 上 述 四 种 情形 取 3 个 列 ， 其 
得 4 的 所 有 3 阶 于 式 ， 

《2) 先 把 从 时 中 取 三 个 不 同行 的 一 切 可 能 情形 列 出 ， 热 后 仿 
《1) 破 每 种 情形 作出 8 的 所 有 3 阶 子 式 。 

10, 一 个 m xn 和 矩阵 共有 CI: 个 kK 芥子 式 ， 
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练 习 四 


ll, (C1) 一 29400000 【23 1 C3) 48 C4) xiy: (8) 665 
CH) CX th- 2)0l{x— 20)™ 7! 
(C7) {fag (a a) (og- 0_ 1) 
2. 《1) 按 1、2、3 行 展开 计算 ， 得 值 ，128， 
(2 7》 按 1、2、6 行 展开 ， 得 值 ; (Xi 一 XX3 一) (X03 一 X12 
3。 《1) 应 用 本 节 命 题 1 将 左 端 按 第 1 列 展开 ， 写 为 二 行列 
式 之 和 ， 然 后 化 移 之 。 
《2)》 玫 用 消 法 变换 化 简 ， 合 之 成 为 一 个 含有 两 列 或 两 行 相 等 
内 行列 式 ， 
4、 广 用 消 法 变换 使 第 3 列 化 为 ， 204,527 ,255 去 作证 明 。 
5，《〈1) (~ Dd 


(C2) 0 
6 。 设 k 阶 子 式 是 由 jyia3 -iy 行 ，; Ji， 村 成 ， M 的 
余子 式 M 是 直 iii19… sis 行 ， jeriss]nr 列 先 成 .。 则 由 于 式 轩 与 其 
余子 式 M 的 关系 可 知 ， 
证 二 二 
大 十 天 十 和 二 大 十 友 + 二 十 三 342 二 十 其 
则 Sy+ Sy=2x(1l1+2+…+h)= 偶数 ， 
所 以 ，Su 与 Sx 奇偶 性 相同 ，。 
?。 根据 行列 式 展开 定理 ， 若 阶 行列 式 不 等 于 0 ， 则 它 的 所 
有 ~ 1 阶 子 式 ， 进 一 步 所 有 Kk(< 过 rR) 阶 子 式 不 能 都 等 于 0， 
8。 二 者 都 能 作 到 ， 
9. C01) 33 C2) 1 
C3) 把 第 2、3、…， 天 到 的 工人 悦 都 加 到 第 1 列 然后 化 简 ， 得 
秆 ; (一 1)" :nn- 1)。 
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(4 》 把 第 3 行 的 《-1》 倍 依次 加 到 其 余 各 行 .然后 化 简 ， 


得 值 ，6( -3)1 
《5) 把 第 2、3、…、 nt 列 的 1 信和 都 加 到 第 1 列 化 简 ， 得 值 ， 
(1)" 1+)1 
2 


《6 ) 把 第 2,3、'….n 列 的 上 向 都 加 到 第 1 列 ， 然 后 按 第 1 列 展 
开 ， 再 重 复 上 述 手续 ,得 入， (11) +， 

《7 ) 将 第 1 行 的 1 管 加 到 第 2 行 ， 然 后 把 第 2 行 的 1 倍加 到 
第 3 行 ，…， 把 御 a- 1 行 的 1 倍加 到 第 nn 行 上 ， 得 值 ，1， 

《8) 特 第 一 行 与 第 一 列 都 蔷 以 x ， 然 后 把 第 n 行 的 -1 售 分 
别 吉 到 前 n -1 个 行 上 ， 得 到 ， 


-0 0 x 
0 -x O00 


然后 将 前 n 一 1 个 列 的 1 售 都 加 到 第 n 列 上 化 简 ， 得 值 ， 
《一 1 一) 和 
《9) 解法 工 按 第 1 列 展 开 ， 并 指出 ; 
Dyr = (外 一 可 )Dz,-:， 继 续 作 下 去 ， 得 值 ， 
Ds = (gz 一 52) 
解法 三 应 用 拉 普 拉 斯 定理 ， 按 第 rn 、 第 r+1 行 展开 (或 第 
1 、 第 2n 行 展开 〉 计 算 之 ， 
(10) 从 第 nn 列 开始 ， 依 次 把 后 一 列 的 x 倍加 到 前 一 询 上 ， 再 
按 第 1 列 展开 ， 得 值 : 


区 "十 站 区 "十 十 区 十 位。 
Q1) 把 第 2 列 的 - .区 - 售 ， 第 3 列 的 -一 售 ，…， 第 t+1 列 
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的 - 本- 储 都 加 到 第 1 列 上 ， 化 简 为 上 三 角形 行列 式 ,得 值 | 


— da (二 + 一 十 …* 十 一-)。 
仑 1 [Fp Un 


《12) 把 行列 式 4. 表 成 二 行列 式 之 和 的 形式 ， 并 证 明 ， 
A A 1) "odd 
癌 * 一 了 一 人 十 4032 ddrt to—1) qn , 
10， 《1) 应 用 数学 归纳 法 作证 明 
(Cn) n=2 上 结论 成 立 ， 
(5 ) 假定 对 n 一 1 结论 成 立 ， 去 证 对 于 nn 结论 成 立 ， 为 此 ， 将 
nn 阶 行 到 式 D， 的 最 后 一 列 ， 写 成 二 数 之 和 的 形式 ， 
2 1 070 0+ 人 0 
1 2 ]… 和 0 + 


De. = 
0 0 0...2 1+0 
0 0 0-..-.1 1+1 
然后 得 到 : 
D,=1+D,. 
最 后 点 用 归 倘 假定 ， 即 得 ; 
D.=1+n 


《 2 》 应 用 第 二 数学 归纳 法 作证 明 ， 
n=2 时 可 以 验证 结论 成 立 。 假定 对 于 一 切 <n 的 情形 结论 成 立 ， 
去 证 对 于 结论 成 立 ， 
为 此 ， 将 nn 阶 行列 式 D, 按 第 一 行 展开 之 ， 得 到 ， 
Dr= (a+AD,_, ~aBD,., 
然后 应 用 妇 销 假定 ， 将 万 。-,，D, ;的 值 代入 上 式 ， 整 理 之 即 
得 证 。 
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练 悦 下 


1。 根据 外 阵 的 秩 的 定 闵 给 出 管 案 ， 

2,。 先 从 10100 和 1 -1 00 0 为 两 行 组 成 一 个 秩 为 4 
的 4x5 算 阵 ， 人 然后 再 取 其 中 任意 二 行 的 六 和 傍 溃 加 到 所 作 的 4x5 古 阵 
上 ， 即 得 一 秩 为 4 的 6x5 和 矩阵 ， 

3, C1 2; (C2) 2; (3 3; 4» 4，。 

4。 从 陪 ， 

5。 完 应 用 初等 变换 将 A 和 B 化 为 标准 形 ， 然 后 将 上 述 的 初等 
蛮 找 对 算 阵 尼 人 作用， 然后 指出 ， rankC = rankA +rankB. 

§。 应 用 行列 式 的 展开 定理 去 说 明 ， 

7。 妆 胞 不 是 替 隆 ， 即 把 中 致 少 有 一 元 看 a; ;三 0、 然 后 将 nt 院 
方 阵 和 的 行列 式 按 第 守 行 展开 作证 明 。 

8. 充分 性 是 显然 的 ， 

当 妇 的 屠 为 0 或 1 时， 则 根据 矩阵 的 秩 的 定 闵 ， 和 的 一 茹 二 阶 
子 式 必 都 等 于 0 ， 负 此 导出 4 的 任意 两 行 ， 任 意 画 列 必 成 比 列 。 由 
此 即 可 得 缠 ; ai=abi iti=1，2，.…， 夫 jj=1，2，…，n。 必 要 
性 得 证 ， 


习题 五 
1。 由 行列 式 的 定义 ， 四 阶 行列 式 中 项 的 一 般 形 式 为 ， 


Ty Oi ,A 


因为 题 设 的 行列 式 也 的 第 一 行 元 素 夫 ai，au 外 都 为 0 ,所 以 了 


中 不 为 0 的 项 只 能 是 下 面 丙种 情形 ; 
ii= 1: dd ,A C1) 
11 二 并， Gud20 0.04, {2) 


然后 再 就 【1) 和 “(2》 找 出 也 中 不 竺 于洋 的 项 ， 由 于 (1) 
由 5 立 ， 


形 的 项 已 有 第 1 列 元 素 ， 记 以 《1》 形 的 项 中 ,i 让 1， 疝 在 给 定 
的 也 中 ， 第 二 行 元 素 除 2:，a23 外 部 为 0， 所 以 不 等 于 0 的 (1) 形 
的 项 中 的 i ， 只 能 取 2 和 3。 因此， 1) 形 的 不 等 于 0 的 项 只 有 
下 这 两 种 情形 : 
Qi O22 Ga 0345 1 C3) 
Qi 303: di, C4) 
因为 《3》 形 的 项 中 已 有 第 1 列 和 第 2 烈 元 案 ， 所 以 在 《3) 
中 记 具 能 取 3 和 4 。 但 是 是 在 台中 的 第 三 行 元 索 中 a3: 等 于 0， 所 以 DD 
中 (3) 形 的 不 等 于 0 的 项 只 能 是 ;ai 22 033 Ga 由 行列 式 定 义 ， 
i 必 须 取 和 。 所 各， (3 形 的 不 等 于 0 的 项 吕 有 一 个 ，q149422933 
as, 
同 理 可 以 推出 ， 《4 〉 形 的 不 等 于 0 的 项 也 具有 一 个 ，aii os 
a2 (44 4. 
于 是 ， (1) 形 的 不 等 于 沾 的 项 ， 只 有 上 人 述 两 珊 . 
用 同样 方法 可 以 推出 (2》 形 的 不 等 于 0 的 项 只 天 两 个 ， 
O14 G22 O33 dls O14 Gas Caz O41 ' 
然后 再 确定 上 述 四 项 的 符号 ， 即 得 ， 
D= a 22 Oaa 让 和 一 让 11 O23 Qa Cad 
二 1d O23 O32 #1 — O14d O22 U33 Hdls 
2、《《1) 把 后 za- 1 个 行 的 1 倍 都 加 到 第 一 行 上 ， 然 后 化 简 ， 
值 为 ， (e+4b)(a-D)a。 


C2 ) 对 行 作 合法 变换 ， 用 二 ， 二 ， 韦 ， 二 分 别 乘 第 1、2、3、4 


各 行 ， 然 后 化 简 ， 值 为 : 2 +te+d+1， 
(3 ) 对 列 作 信 活 变换 ， 用 二 ，-o-…， -分别 乘 4 个 列 ， 


得 到 ， 
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1 
原 式 =oere| m | 
sr | 

1 1 .1.1+ 
| 1 (2 3 Qs 


然后 对 上 式 的 行列 式 的 列 作 消 法 变换 ， 把 后 # 一 1 个 列 的 1 信 都 
吉 到 第 1 列 上 ， 然 后 化 简 ， 值 为 : 


《91 2° "0) (1 十 1. 十 了 上 ,十 一)。 
|] Us ns 


3 将 DD: 按 第 一 行 形 开 ， 则 得 : 
Ds= (1+X YD -XD,.s 
BB D,—-D, ,=x(D,.,—D:-.:). 
反复 应 用 上 述 结 果 、 得 到 ; 
D:—D.- ,=Xx Da 一 下 二 
所 B，D.,=D,_,+x’'" 
从 了 而， 万 -= 十 十 二 
4。《〔《1) 对 列 作 消 法 变换 化 简 ， 从 第 1 列 开 始 作 消 法 变换 ， 
《ii 列 )+(-ayxta+l) 列 ,=1,2 1。 得 值 为 ， 
(Xa (X00 Xn), 
《2 ) 对 列 作 消 法 变换 ， 把 前 1 个 列 都 加 到 第 r+ 1 列 上 二， 然后 
提出 因子 : (x+a+…+er， 化 简 为 本 题 《1) 的 形式 , 值 为 : 


(XxX+ai 二 ," tar tx— A) (XxX— dr), 
( 3 ) 对 列 作 依法 变换 ， 用 二 乘 第 站 列 ，i= 1,2,…,n。 然 后 


作 列 的 消 法 变换 ， 把 后 a- 1 个 列 都 加 到 第 1 列 上 , 再 按 第 1 列 展 
开 . 值 为 ; xx 二 0 )， 


| Xa 


G4 


5。 (1)》 将 左 端 的 行列 式 化 简 为 上 三 第 形 行列 式 , 得 到 方 
程 ; 一 Xt1 一 X77(2 一 xX) :nn-2 一 XxX)}=0 

于 尽 得 到 方程 的 根 为 :0,1,2,*…,n 一 2。 

C2) 伪 C1) 化 简 左 端的 行列 式 为 上 三 第 形 , 求 得 方程 的 
及 一 1 个 根 为 : gi30245 si。 

6。 应 用 本 章 § 3 命题 1， 将 f(x+1) 一 HX) 写 为 一 个 n+1 阶 
行列 式 ， 然 后 对 行 作 消 法 变换 化 简 ， 值 为 人 (a+1)1x”， 

7。《1) 对 列 作 消 法 变换 ， 从 第 1 列 开始 ， 把 前 一 列 加 到 后 
一 列 上 ， 化 简 为 下 三 角形 行列 式 ， 值 为 《一 1)"(n+1)9; Ga pas。 

(2 ) 对 列 先 作 们 法 变换 ， 用 >- 乘 第 1 列 ， 然 后 把 第 1 列 加 到 


第 2 列 上 化 简 ， 重 复 上 述 手 续 ， 得 值 为 ， h(x +h) "。 
48、 对 列 作 消 法 变换 : 依次 把 第 宇 列 的 1 阁 加 到 第 n +i 列 上 ， 
ti=1,2, ,为 ， 化 简 。 
9。 《1) 参看 第 四 章 习 题 四 之 4 《2) 
C2) 参看 第 四 章 习 题 四 之 5 (1) 
《 3) 参看 第 四 章 习 题 四 之 5 (2) 
(4》 参 看 第 四 章 习 题 四 之 4 (1) 
10。 仿 照 本 章 学 习 指 导 例 题 选 解 之 9 作证 明 。 
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第 六 章 ”线性 方程 组 的 理论 


练 习 一 


1。.。 {1) 有 唯一 解 ; 《〈2 ) 有 无 穷 多 个 解 ! (3) 无 解 ， 

2。 (1) 没有 非 0 解 ， 《2) 有 非 0 解 。 

3。 《1) oa) % 万 1, -2 时 有 唯一 解 ，b) %*=1 时 有 无 究 多 
个 解 ，c) 和 = -2 时 无 解 . 

(2) ga) bs0，esl 时 有 了 唯一 和 解 ，b) a=1,b= 广 时， 有 无 


穷 多 个 解 ，c) 其余 情 形 无 解 ， 

4. 只 须 指出 系数 降 和 4 的 秩 数 所 天 示 征 阵 和 A 的 秩 专 C 的 秩 ， 然 
后 ， 出 rankA = rankC, 即 可 得 : rankA=rank A。 

5。 对 方 积 组 的 表示 和 些 阵 的 行 作 初等 变换 化 为 


01 -1 0 0 a 
部 1 —1 0 1， 
性 0 1 一 1 a 


1] -1 0 vw | 


2 


th 


(0 0 0 0 0%a, 


作证 明 ， 


8。 根据 线性 方程 组 有 解 ， 必 须 rankA=rank 4 ， 而 rank4< 
nh11， 册 此 序 得 
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a 22 立 bs | 
Ortitats "Grr bet | 
表示 拢 阵 的 秩 为 2 ， 系 数 阵 的 秩 为 1 的 含 两 个 未 知 数 、 三 个 方 
程 的 线性 方程 组 ， 
Xi1t i= 1 


MX1 二 22 二 分 


号 1 十 号 扣 2 一 划 


满足 条 作 ， 
iT 1 
2 2 2 = 
3 3 | 
但 没有 解 ， 


7， 因 为 线性 方程 组 【sx ) 对 于 任 辣 下 小 数 ，D 加 ,总 有 
解 必要 而 且 只 要 系数 阵 丰 的 秩 数 等 于 轧 添 加 任意 一 列 后 的 秩 数 ， 为 
此 去 证 明 ， 丰 添加 任意 一 列 后 身 数 不 变 必要 而 且 只 要 det4 志 0， 
8， 充 分 必要 条 件 是 ; 


| Ul bi, CE 

| 

， 1 六 3 ez | 三 此 
| ay by cs | 


93. 写 出 图 的 方程 x+y+ax+byt+ c=0， 热 后 将 点 : 
M(x , y12, M; = (X22) MalXy, Ya3), Mat Xs, Y1) 代入 ， 得 到 会 Uy 
b,c 为 未 知 数 鸭 线 性 方程 组 ， 


Xi Pitar +hit+ c=0 
Xi tyitoxthyzt+ c=0 
Xt ys taxatbyar c=0 \*) 
xit ytaxatbyat+ c= 人 0 
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由 此 导出 四 点 ; M1，M:;，M;， AM: 在 问 一 圆 上 的 条 件 是 ， 
XI+yt X11 3 1 | 
XtYi Xr Yr 1 
Xi X33 33 1 -0 
XstYys Xa 3 1 


10。 因 为 平面 zi,zw2,Ta 所 确定 的 线性 方程 组 的 秩 为 2， 所 以 


人 1， Tz, Ta 共 线 。 


练 习 二 


1 《]) XI=1， X23= 2 X3=1，X= —1, 


， 19 Ke: 1 
2 /xi= ky + ki 
《2 | A 习 8 二 pKs 
7 2 ] 
Xz = 一 Kis 一 一 了 十 -一 下 
三 8 3 8 和 了 号 
Xa = ks 
| x = ka 
Xs = Ks 
337 1 11 
|* -—- Kk 
: 1 7 7 3 
| x2 = Lk + ok 
7 
Xa = Ka 
X= Ks 


《4)》 系数 阵 的 秩 等 于 2 ,所 以 当 ae=0,b= 2 时 有 无 穷 多 个 解 ， 
X11 三 一 各 十 类 3 十 项 十 SKEs 
X23 = 3— 2K3 ~ 2 — bks 
. X13 = ks 
i 
Xs = Ks 


起 5 久 


其 余 情 形 无 解 。 
2。 设 所 求 的 二 次 多 项 式 
TX) = Qaxt + qx+ao 
然后 由 题 设 ， J(1) =1， 基 -~-11=9 82)=3 列 出 线性 方程 组 : 
G2 Ti Tor= 1 
Gz 一 人 十 Cn 二 身 
4 十 201 十 0 二 池 
解 之 ， 得 1(x) = 2x? 一 4x +3。 
3。， 误 斯 求 的 多 项 式 ，j1x) = ez" Te ix I++exX+eo 出 
题 设 ffe)=b i=12，…X+1 得 到 一 个 以 
a Ql fl 1 
B2 人 1 
万 = 


Cn+l Anti'drt: 1 


为 系数 行列 式 ， 食 Cry Celis “1 为 未 知 数 的 线性 方程 组 ， 
sn 实 1 十 Cn dy | + r++ ot eo= bb 


Cod TO-idT  : 二 rr 十 Cz t Co 一 bs» 


CnOr+tl + Cr anr! +t: 十 CI 和 +， + eo= ber 


因为 也 为 范 德 蒙 行列 式 ， 而 且 cl，o，…，a.+， 为 两 两 不 同 的 
n+1 个 数 ， 放 有 也 寺 0， 
从 而 5; 瞧 一 确定 ， 即 存在 唯一 一 个 次 数 不 超过 nm 的 多 项 式 
1(x)， 满 足 题 设 条 性 . 
4。 若 was，…ex+i 为 xz) 的 t+1 个 不 同 的 根 ， 则 有 
ao tot +att=0 
dot mt "+O = 人 0 


enti 二 TT Ord 二 性 
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上 和 式 说 明 ， HO Wis sy 是 以 范 德 蒙 行列 式 
| 1 a oi ] 


| 1] a ds | 


| 1 Rl | 


为 系数 行列 式 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 ， 
由 ,02，… ,Qn+1 两 两 不 网 ， 可 知 疡 所 1， 于 是 齐 次 线性 方程 组 
《x#r ) 只 有 和 雪 和解 ， 即 得 ; 
dn == =n = 


所 以 f(x) 是 零 多 项 式 ， 


练 习 四 


1. 《1)8=(2， 一 10，4, 3 《2 = (1,2,3,4), 


5 1 1 
一 十 一 一 - 一 “一 
2,. 1) 8 4 4 4 疗 3 4 


(2) B=1a+080+ (0-1)0+ Da 

3，《1) 线性 无 关 ; 《2 ) 线性 相关 ， 

4。 《1) 不 一 定 《2) 必 线 人 性 无 关 ， 

5。 不 一 定 。 

例如 , 令 @= (1,0,0),a2= (0,1,0),@3= (0,0,1);B1= (2,0,0)，, 
B= (0,2,07),8B3= (0,0,2) 

则 eveayaaypi :pp 满足 题 设 条 件 ， 

车 Ka + Katez + Estrs + kB: + kiBs + kaBy = 6 

将 a ,和 8B, 上 其 体 代 入 上 式 ,可 知 上 式 成 立 , 必 须 ; ka = ki=Kk= 0。 
但 & ,mi,q3,81,B:,B3 是 线性 相关 的 向 量 组 ， 

又 如 ， 取 = (1,0,0,0),ax= (0,1,0, 0); 8= 0,0,1,0), 
f= 《000 1 了 时， 网 sioayp ,8 满足 题 设 要 求 ， 

在 KG + ka + kBit+ kB = 及 
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糙 有 Ki= k= 0, 

而 wyaz,Bi,8 基线 性 无 闫 的， 但 这 组 向量 的 线性 元 关 性 ， 并 
不 是 由 上 面 的 推导 得 知 的 ， 

而 应 由 下 面 的 推导 得 出 : 

若 Ke 二 天 223 十 下 3 有 ksds = 
必 有 :Ki =FK=Ka=R=0。 

6。 《了 了)》 不 真 。 

《2 ) 真 。 

7， 不 一 定 。 

8， 令 ,a2,… 0, 的 分 量 窜 阵 为 41:， 则 由 本 章 $ 4 定理 3 
惹 ，rankA&1=r。 从 而 可 希 a1，6:，…，a' 的 分 量 第 阵 丰 的 秩 也 为 
r 。 这 是 因为 4 的 前 到 行 即 为 4， 面 4 只 有 rr 个 列 。 

由 此 应 用 本 章 $ 4 定理 3 可 知 ;， eli，w，…，w 也 线性 无 关 。 

另 法 ， 

车 了 ga 上 + 上 jz rt +k, gr = 证 Ki = Kz=… = =0, 

为 此 ， 将 w; 具体 代入 上 式 ,整理 后 ,去 讨论 以 ai 的 分 量 所 组 成 
的 阵 为 系数 阵 的 齐 次 线性 方程 组 。 册 ct, ,a; 是 线性 无 关 的 ， 指 出 
上 面 的 齐 次 线性 方程 组 只 有 叭 一 的 零 解 ， 导 出 ， 

Ki=0, Ka=, 二 

9。 应 用 本 童 $ 4 定理 4 。 先 写 出 aiyaayasyoiyas 的 分 量 罕 阵 
万， 然后 计算 丰 的 秩 ， 得 到 ，rank4 = 3， 刚 4 中 任 一 非 0 的 三 阶 耶 
式 《 即 4 的 基础 子 式 ) 所 确定 的 三 个 列 即 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
如 ciyeayas 即 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 

10。 《1) 指出 cisaz， var 可 被 问 量 组 8， Ba B51， 
4 ,0 线性 表示 

“2) 指出 应 ,Ba … ,Bs 可 被 问 量 组 a ,G2 me 线 
性 表示 ! 

《3) 指出 占 ,6 :6 可 起 阿 量 组 gpz ao,8i， pp ,8 组 
性 表示 ， 
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11。 应 用 上 题 的 结论 ; 
12。 (C1) a= (0,.0,0,1,1) 


1 1 1 
Co oa 一休， 2? PE, 0, ) 


m= (ss 8 -8 0 1,) 
13. 是 ， 为 此 须 证 ; 
1 grt W011+ Wa 是 原 齐 次 线性 方程 组 的 和解 ， 
2) qta, ft+r N+d 线性 无 关 . 
14. 1) (8,0,0, — 10) +Ec—9,1,0,11» 

+ kat md,0 ,1,5) 
C2) C16,23,0,0,0) + 一 2,1,0,0) 
+ Et, — 2,0,1,0) +ka(t5, -6,0,0,1)» 


习 题 六 


1。 应 用 本 章 §$ 4 定理 3 ,指出 qa:,… fr 的 分 量 矩 阵 与 ca， 
xz 2 的 分 量 窍 阵 有 相同 的 秩 数 ， 
2。 考 虑 向 量 等 式 : 
KBitkBt :+k .8B,-1=8 《并 
将 有 =ei+8iay ii=1,2 ps-1， 代 六 上 式 ， 然 后 应 用 题 
设 ，pgtez Ge : 钱 性 无 关 ， 推 出 《sx ) 式 成 立 ,必须 ki= 0 
1=1，2，…，8s- 1 即 可 ， 
3。 考 虑 向量 等 式 : 
Kt + + Ka, = (+*) 
也 用 反 证 法 先 证 X, =0， 再 证 KK,，_-， =0，…， 恢 次 推 下 去 ， 得 到 
《# )》 式 成 立 ， 必 须 有 := 0, ?= 2， 8。 
另 法 ， 对 s 作 数学 归纳 法 ， 
4。 用 有 i;, 乘 B,,i=1,2,…,$ 然后 相 加 ， 得 到 ， 
入 Bi 二 六 2 十 + A 
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= {a1 Mi + oA tt 
由 题 设 


| 11" "1s 


“ = 1 + QtAA2i 十 ‘人 


上 
即 得 
六 i 
三 ~ 十 一 - - 十 r= 十 
a Dp Bi 万 Bs 


5。 只 须 证 向 量 组 Bi,B:,… ,8， 的 秩 等 于 s 即 可 。 因 为 向 量 组 
1 l ) 可 被 器 量 组 8 ,Po,…,A:(I) 线性 表示 ， 所 以 ， 由 
本 章 8$ 4 定理 6 ， 丫 量 组 人 工 ) 的 秩 技 癌 量 组 ( 工 ) 的 悉 ， 由 题 设 问 量 
组 《1) 线性 无 关 ， 所 以 何 量 组 ( 工 ) 的 秩 等 于 s。 由 此 知 ， 问 量 组 
( 革 ) 的 秩 之 5 。 而 何 景 组 i) 只 有 s 个 向 量 ， 下 知 向 量 组 B81 ,Bz，…， 
B :的 秩 等 于 s. 

6. 令 a，，…， 0;, 为 问 量 组 a; ，8;,，"…;， 4;, 的 极 大 线 
性 无 关 组 , 则 由 本 章 $ 4 定理 3 的 推论 2 ,将 a; ，…,&, ,补充 为 i， 
zz,…2， 的 极 大 线性 无 关 组 : 

次 C#) 

由 此 可 知 ， 在 &i,,"…,a;， 中 一 定 有 m 一 k 个 器 量 不 在 (x* ) 中 . 
. 《如 果 不 是 这 样 ， 刚 8，,…,a; ,就 是 原 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 
从 而 ec，…，4i。 的 特等 于 7 ,于 是， 显然 有 了 字 r+m-s=r 一 
(s— nm), 

令 它 们 是 ,at ,，… ,a 

于 是 得 到 : 

是 向 量 组 a1,02，,…,&， 的 部 分 向 量 组 ， 从 而 有 
rt+m— 人 ks, mEr+nm— s, 
7?。《1) 因为 向 量 等 式 


Koi, ++ka,,=0 CTY 


态 ， 
DB:， KK=1,2,"3, 


贡 一 二 


一 二 


可 表 为 ， 
Oat +t he, 十 和 
+ G++ = <1) 
帆 题 设 ，《1) 成 立 必 要 而 且 只 要 
084 + + kiBi, + 


kB, + t+08;=0 2) 
成 立 . 而 《2 》 可 表 为 下 面 的 形式 ， 
kB, +"* +k,B,.,=6 C2)’ 


亦 即 41) 成立 必 要 面 且 只 要 (人 2) 声 立 。 (了, &, 0 
4z; ,线性 相关 必要 而 且 只 要 8 ,Bi,，"… ,Bi ,线性 相关 ， 

《2) 和 个 (1) 的 证 明 ， 

8。， 因 etaz，… ,线性 无 关 ， 所 以 它 前 分 景 和 矩阵 及; 的 秩 等 于 
r ， 于 是 在 A 中 有 一 + 阶 子 式 不 等 于 0 。 故 可 在 4: 的 ”个 列 后 面 
再 添加 nn 一 +? 列 ， 得 到 一 个 秩 为 n 的 nn 阶 方 阵 A， 

于 是 ， 取 A 的 后 RnR~r 列 为 分 量 得 到 n -rf 个 n 维 向 量 ， #141,*…， 
we, 则 由 本 章 $ 4 定理 3 可知 ear+iy…yar 线性 无 关 ， 

男 法 。 取 e1 = (1,0,.,0),e2= (0,1, 0) sen = (0,0,.… 1) 
考虑 ;tiga2y rr BlyEls "Bn 人 关 了 

可 知 Cx》 的 秩 为 n ， 所 以 《# 》 的 极 大 线性 无 闫 组 含 扩 个 癌 
量 .。 

应 用 本 章 $ 4 定理 3 之 推论 2 ,可 将 easy va 补充 为 (+ ) 的 
一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 

CQ 

这 样 。 轩 上述 两 种 方法 证 明了 ， 在 FE… 中 能 找到 站- 个 向 量 ; 

ris sn 便 ， 
Riya 

线性 无 关 ， 

其 次 证 明 ，F'" 中 每 个 回 量 8 都 可 被 gz Ge 
线性 表示 。 
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为 此 ， 只 须 证 骨 ，alyea evyey+rioaz 8 线性 相关 即 丁 ， 
上 出 本 登 $ 4 定理 3 推论 1 邱 ，aiyoeay veryaryiryaypB 必 线 
性 相关 。 
9。 利用 Qaz;… ,ar 的 后 rn 一 1 个 分 量 作 如 下 n 个 hn 一 1 维 辣 量 ， 
{1 = (His Ln) 


ti! = (A220231°"* 01) 


on = Anzydny Oe) 
则 由 本 章 和 4 定理 3 之 推论 1 知 ，ea aa 必 线 性 相关 ， 于 
是 有 nn 个 不 全 为 0 的 数 Ki,K2，… ,EK， 使 
ka” + kagz + + = 
夫 而 
Ko t+ koa 士 thaws = Ch 
+ kg21t :+ +t Kran 0 ,0) 
因 汶 Ki,K;， 不 全 为 0 ， 而 ya y's 线性 无 天， 打 以 
Km 十 天 2031 十 多 十 KGrl 0 
取 Kian 上 +Kzazi 十 … 十 Ka t= 二 Cy 册 得 证 。 
10，《1》 先 指出 
益 Toyot hyit 十 站 
必须 加 = 下 =…=1 = 
将 ;= 二 二 =,2, ,用 一 
代入 上 式 ， 整 理 之 得 到 ， 
《了 十 Ti 十 二 
应 用 yo 是 非 齐 次 线性 方程 组 前 和 解 ，E1 5&2,… ,8,- :是 庶 非 齐 次 线 
性 方程 组 的 导出 齐 次 组 前 基础 解 系 ， 本 以 证 明 ，; 
了 十 1 十 二 {《 共 少 
由 此 有 ， 
+ 
涛 51,6&2…,&:- 线 狂 无 关 ， 所 以 必须 下 三 0 了 = 2 一 
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进一步 由 《*) 式 得 出 ，fn= 0， 
于 是 :yoyY1,"… 7s- ,线性 无 关 ， 
(2) 令 y 为 非 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 和 解 ， 则 y 一 7 为 其 导出 齐 
次 组 的 解 。 而 
,一 90 二 点 i=1,2, ,Nn-—r 
是 导出 齐 次 组 的 基础 解 系 ， 故 有 
Vy—yo=kRi(yi— yo + katy2 — Po) + +R ry rm Yo 
名 得 ， 
P=(1-— Ki— Ka- kr Ip t Rpt Kpat + Rr yr 
仿 1 一 kK-kam -k=ko, Bh Ro+k+kit +k :=1 
则 有 : 
Y=kopo t+ kyit Ky2t + kryns 
11。 (1) 仿 g 为 CI) 的 任 一 解 ，ye 为 * 工 ) 的 任 一 解 ， 则 ay 
Yi 也 是 ( 工 ) 的 解 ， 
因为 C1) 和 (1) 同 解 ， 所 以 e+ 和 yo 是 (TD) 的 解 ， 进 一 步 得 
到 ， (e+ry)-ae=y 是 (IT 的 解 ， 
间 理 可 证 ( 1) 7 的 任 一 解 也 是 (4 工 ;的 解 。 
《2 ) 次 不 假定 ( 1) 有 解 ， 在 { 1 ) 与 (1 了 ) 同 解 的 情形 下 ， 也 也 
括 无 解 的 情形 ， 显 然 ( 工 ) “与 ( 工 ) “未 必 同 解 ， 例 如 ， 取 (I) 和 ( 工 ) 
分 别 大 系数 阵 的 秩 数 不 相等 的 无 解 的 线性 方程 组 时 ， 则 ( I) 与 
(1) “不 同 解 ， 
如 
dx + BX2+ BX3= 5 
2X1 + 3X2 + dxX3= 3 C1)» 
Bx1 + 9x2 12X3=7 
2X1 十 3x2 十 dx = 3 
dx1 + 6x3 + BX3= 4 Ck) 
2X1 + 2X2 二 4 
《1 和 ( 工 ) 者 没有 解 ， 其 系数 陆 的 秩 分 别 为 1 和 2 。 
#68 


(3) 当 ( 工 ”和 (I) 7* 同 解 时 ，( 了 和 ( 工 ) 不 一 定 部 一 定 有 
解 . 可 以 举 出 (1)’ 和 和 (I) 同 解 ， 而 ( 1) 和 (于 ) 其 中 一 个 有 解 但 另 
一 个 没有 解 的 俩 子 ， 
12， 必 要 性 设 (da aa) 是 非 齐 次 线性 方程 组 C1》 的 
解 ， 毁 大 ， 
dnd Tt dvdy+ rr +o 0 = br 
dad + Ga 人 十 TF nt, = bs 
《 交 ) 


LE 


dad t+ qr ds tr + an ed, = b, 


后 令 (ciyczy ,6;) 是 齐 次 线性 方程 组 C2) 的 任 一 解 ， 出 用: 
11C1 + G21C + "+ CC 一 站 


A201 十 站 22C2 十 二 aC 二 0 


Oct ici+ ta Cc, 一 站 


用 cci cn 分 别 乘 〈* ) 的 第 1,2,…,m 个 等 式 然 后 相 加 ， 
戎 得 
cpt 全 2 于 + eb = 
充分 性 ”车 {e3,62,… ,ca) 为 《2) 的 解 ， 且 满足 条 件 ， 
cbt cbt "te.b, = 人 0 
由 此 指出 线性 方程 组 (1 ) 的 系数 阵 的 秩 数 等 于 其 表示 和 盾 阵 的 
秩 数 即 可 . 
13。 轩 为 
buxit+ biaxa+ "+ hy,X, = Ce 
baxit baaxs i rr hysX, = C2 


hb, Xit+ bh. ,K+ "bx, En 


和 


无 解 ， 而 其 欠 数 阵 的 秩 为 户 ， 所 以 其 表示 矩阵 的 秩 数 等 平 疡 + 1， 
由 于 方程 组 《1》 有 和解 ， 所 以 其 表示 矩阵 的 秩 数 等 于 nn， 
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于 古 可 知 rankG 扫 mm + 上 PT 
14。 CI) yo= (1,0,1,1),a= (1,0, 一 1,2), 通 解 为 ， vot+ ke 


(8 _5 5 省 解 。 
<2) To 一 (4, 9? 0, 0), 性 (5, 2,9,0), 和 通 解 为 ， 
yot ke 


={1, 2 ={-ii _1 ) 
Ct3) yn (3， 7 ,0,0), 立 ] ( 7 3 7 »1,0 
尼 2 一 (0,2,0,1), 通 和解 为 . 
ot 此 1G1 十 Kz 
“4) 无 解 . 


了 = .到 一 ,.. 
(C5), 3cn-1) + His i=1,2,°,n 
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附录 关于 连 加 号 “二” 


在 数学 中 常常 磁 到 车 于 个 数 连 加 的 式 子 。 例 如 ， 前 个 自 热 数 的 和 
1+2+3+'* + 
前 个 正 奇 数 的 和 
1+3+6++ (2n 1y 1 
等 闫 数列 g，9 + 8+2d。…， 8+H，… 前 站 项 的 和 
d+ tard)+rtat+2d} rt (Cat (mn-1)d ,， 
党 还 数列 a，ar，ari，…，07"，“…， 前 项 的 和 
Ot ar 
兽 如 一 元 多 项 式 就 是 一 些 单项 式 的 和 
1X) = 00 THXT A + 
而 #4 元 初等 对 称 多 项 式 都 是 一 些 特殊 的 和 ， 
OL 三 其 十 区 2 十 :十 区 3 
G1SXXI + XIX tI 
LT 
叉 如 ， 如 阶 行 列 臣 也 是 一 个 连 加 的 式 子 ， 而 量 是 上 比较 复杂 的 连 加 式 子 ，# 
= 3 时 ， 三 阶 行列 式 是 一 个 六 项 连 坝 的 式 子 ， 即 


Hi1 Hl? ana | 
dl U0; Gy = 1 Ug ad t+ (— 1) 1 ga da 


gst si tss | +{- DD gddast tm 1) RD g, yq 0a 


tT gagdart (~ 1 0g 3 人 0a , 


对 于 一 个 连 如 式 子 ， 为 了 书写 简便 ， 我 们 用 一 个 数学 符 叶 来 表示 连 加 的 
意 恩 ， 即 用 大 写 的 希 贱 字 母 守 《读音 为 西格玛 ) 表示 连 加 ， 从 而 使 连 加 式 子 
得 到 一 种 缩写 的 形式 。 例 妈 


了 二 23 二 十 玫 = Diy 


1+3+5+.+ (aM- 1)= (ok 1)) 
=i 


#89 


一 


+i 十 Fr 十 sr 守 玉 = Daris 
1=1 


rE 
ap + OX+HAr 和 2 OX = aiXi, 
[| 
一 艇 二 ， 邮 是 


Bi+b,+hy+.. +h, = Yb;, 1? 


对 冲 瑟 的 玉 加 式 了 于 1》 来 漳 ， Pj; 败 做 遂 项 ， 当 中 的 芋 串 做 迁 加 指标 写 在 

本 下 边 的 i=1 及 上 边 的 所 说 明 连 加 指标 i 的 取 值 范 闭 ， 意 即 i 的 取 蛙 是 从 1 

开始 到 刀 为 目 ， 搞 司 话说 就 是 连 加 指标 研 共 取 1 ，2，…… ; Mt 这 机 个 值 ， 有 

时 说 明 连 加 指标 的 取 值 规律 一 并 都 写 在 宗 的 下 边 ， 比 如 
bitbstrbstm+br= bj;, 


1 下 I 达 同 


有 的 连 如 式 子 ， 通 项 不 是 用 单纯 的 数字 来 体现 它 的 连 加 指标 ,比如 三 阶 
行列 式 的 通 项 形式 为 四 这 个 通 项 出 排列 iiaia 所 吐 一 次 定 ， 币 
且 表 达 一 阶 行列 式 的 那个 和 恰好 是 让 fitzis 取 记 - - 切 三 元 排列 得 到 的 认 项 还 
加 起 来 的 和 结果， 这 就 是 说 通 项 ae， i pz ,31, 的 连 旭 指标 是 排列 挛 产 雪 ， 而 它 
的 取 值 党 围 是 一 切 三 元 排 烈 ， 寺 是 有 缩 窟 形 开 如下， 

Gil dir 如 3 


Hi Hr Dig 


_ di i 
二 > {—1Y: 0 0 ,0,, 
iLlioine:s 


人 3I da ya 
此 处 S53 是 三 元 排列 的 集合 。 
还 有 的 连 塌 式 子 ， 其 通 项 涉及 两 个 连 加 指标 。 上 比如 

y= 十 党 3 沉 有 十 下 十 帝王 
其 通 项 为 x ,x;， 而 连 加 指标 由 i 与 j 两 个 数 来 体现 。 容易 看 出 连 加 指标 1, j 
的 取 值 规律 是 :1<stcjisn， 于 是 ， 这 个 连 奶 式 子 的 缩 宕 形式 为 

芝 1 攻 小 这 1 芝 9 十 二 症 江 > EE 
| Er 


了 驻 如 对 一 个 mx 为 矩阵 


dr: friar 

站 = dal a 
和 四 [| 二 
好 由 [亲本 部 ， 


470 


考 虐 点 的 一 切 元 素 的 和 SS ， 这 阅 是 一 个 连 加 趟 子 ， 即 
号 = 站 1 十 全 1 十 二 加 十 家 让 十 和 2 十 二 让 十 十 站 中 十 疮 wm 十 
+ Imne 
S 的 适 项 形式 为 ai 。 这 里 也 是 两 个 连 加 指标 诗 与 让。 二 者 的 取 值 范围 是 1 专 
lm lin, 这 样 连 加 式 子 的 缠 号 形式 为 
$= y Qii= 5 as y， Yaiss 


T ,了 一 [ i 二 1 +1 三 1 i1 二 1 :二 4 
这 里 顺便 才 明 ， 商 个 连 加 符号 的 次 序 证 可 变换 的 。 
于 实 上 
5 y， a De 二 站 和 二 二 四) 
+ =k 1 二 | 
_ +n +t Cart Hat r+ dn) 
+( Bai 二 Gnz 二 十 如 nm 
这 个 连 加 过 程 的 结果 就 是 把 全 的 元 素 一 行 一 行 的 加 起 来 得 到 的 。 
工 二 or “+amn:y 
-sy +Omi) + Az tart +m} + 
+ tdrrt+drni +ann), 
这 个 连 吉 过 程 的 结果 就 是 把 克 的 元 素 一 列 一 列 的 加 起 来 得 到 的 ， 当 热 ， 如 光 
得 到 的 两 个 结果 是 相同 的 。 这 就 说 明 两 个 完 的 次 序 可 交换 ， 
最 后 我 们 指出 诬 当 注意 的 两 点 
1， 连 加 指标 所 用 字 辟 无关， 即 


i = 5 j = slrarat. 


j=1 


工 oD 守 0- 交 ya， 击 


: i 1 5 三 1 


tr 


2, 省 项 中 前 字母 有 的 不 是 过 加 指标 如 


Qi 二 全 站 十 全 和 二 十 和 1 
1 一 外 


的 道 项 a;， 的 下 标 i， 对 连 加 号 2 来 说 就 不 是 连 加 指标 。 因此 它 在 连 吉 试 
的 各 个 项 中 都 是 一 样 的 。 和 
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UUUUD 
UUUUD 


加 畏 闻 淹 癌 加 加 册 间 地 六 时 了 痢 二 
§1 


UUUUD 


mn 


J 
J 
J 


请 ] 误 ) 
二 品 ] 品 ] 


加] 


请 ] 
J 
请 ] 


守 一 加 加 是 浊 村 不 轩 人 好 二 加 浊 


J 

请 ] 

请 ] 

J J 

请 ] 误 ) 请 ] 

请] 误 ) J 

请 ] 误 ) J J 

DO 请 ] 请 ] 

中 DD 器 中 O 

DO 器 中 O 

mn 
请 ] 请 ] 
请 ] 请 ] 

NmDrmNO 


UUUUD 


8 


UUUUD 


9 


UUUUUUUD 


J 
J J 
口中 加 局 ] 


UUUUUD 


中 O 
DD 
中 DDO 
器 DO 
户 ] 亡 ] 疡 )] 


dOOANANMOOIANMOOIOHN 


[3 


J 
J 
请 ] 


吕 ] 


请 ] 
请 ] 
请 ] 


加] 


J 
| 
请 ] 


nDDU 


mn 


Ey) 


请 ] 
请 ] 
J 
请 ] 
请 ] 
请 ] 误 ) 
请 ] 误 ) 请 ] 
请] 误 ) J 
请 ] 误 ) 请 ] 
请 ] 
请 ] 误 ) 


一 0UDUDDCramerDDD 


口 | 


J 
J J 
MTD J 


记 ] 亡 ] 总 户 ] 记 ] 疡 ] 记 ] 亡 ] 总 
户 ] 亡 ] 误 请] 广 ] 疡 ] 请 ] 亡 )] 误 
DO 
DO 


器 DDO 
器 DDO 
器 DO 
器 DDO 


J 
mn | 
mn | 
mn | J 
DO DO 


OOOO 
Wn oN CO OO 


J J 


DD] 请 ] 
J J 
J J 


吕 


J 
请 ] 
请 ] 


加] 


请 ] 
请 ] 
请 ] 


请 ] 请] 亡 ] 请 ] 
请 ] 请] 亡 ] J 
0 请] 亡 ] 请 ] 
请 ] 请] 亡 ] 请 ] 


J 

请 ] 

请 ] 

请 ] 请 ] 
OO 器 中 O DIDIDIDIDIDIDIDI 记 |] 记 ] 亡 ]> 
呈 呈 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 W 


让 DIDDDDDDDDDDDDDDDD 亡 ]D 记 ]D 记 DDDDD 记 ]DD 广 ]D 户 ] 户 ] 户 ] 户 ]: 
请 ] 请 ] 请 ] 请 ] 


0 


0 


请 ] 请 ] 请 ] 请 ] 请 ] 
J J J E J 
J 0 J J 请 ] 


